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3 Réponses temporelles

Compétences attendues :

v’ Etablir un modele de comportement a partir d’'une réponse temporelle ou fréquentielle. S I
v Déterminer la réponse temporelle. S |
v Simplifier un modeéle.

v’ Vérifier la cohérence du modéle choisi en confrontant les résultats analytiques et/ou numériques
aux résultats expérimentaux.

v' Proposer une démarche permettant d'évaluer les performances des systémes asservis.
v' Déterminer les performances d’un systéme asservi.

v" Analyser un algorithme. S I
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Introduction

Il est intéressant de savoir reconnaitre et interpréter ces résultats pour trois raisons :

e Recaler un modeéle de connaissance d'un systeme a partir d'une mesure
* Etablir un modele de comportement d'un systeme complexe a partir d'une mesure

* Déterminer les performances d'un systeme
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Systemes a action proportionnelle

La sortie est proportionnelle a I'entrée. La fonction de transfert s'écrit alors :

5@ _ +
H(p) = E(p) K avecK € R
E(p) N K S(P)) S(t)

e(t)
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Systemes intégrateurs

. : . . : e .. ds(t
L'équation d'un tel systeme dans le domaine temporel s'écrit : Z—(t) = Ke(t).

On a donc comme fonction de transfert :

_S(p) _ K
H(p) = Ep) - p

Exemples :

* Volume de liquide contenu dans un réservoir (= intégrale du débit rentrant)
 Charge d'un condensateur (= intégrale du courant de charge)

e Vitesse d'un mobile (= intégrale de son accélération)

e Position d'un axe (=intégrale de sa vitesse)

Remarque : De la méme facon que les retards purs, les intégrateurs purs sont toujours associés
a une autre fonction de transfert.
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Systemes intégrateurs

Réponse impulsionnelle
On soumet le systéeme a une impulsion de Dirac (e(t) = §(t)) = Laplace = E(p) =

L'expression de la sortie dans le domaine de Laplace est alors :

K
S(p) = H(p).E(p) = 5

On a donc s(t) = K.u(t) 4

La réponse impulsionnelle
d’un systeme intégrateur est
un échelon.
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Systemes integrateurs

Réponse indicielle
€o
e(t) = eyu(t) =) E(p) = >
S(p) = H(p).E(p) =

On a donc s(t) = K.e,.t.u(t)

La réponse indicielle d’un systeme intégrateur est une rampe. @,

Lycée Gustave Eiffel BORDEAUX

s(t)

e(t)
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Systemes du premier ordre

Rappels
ds(t
Systéme du 1°" ordre mmmm) T d( ) + s(t) = K.e(t)
t Avec
K = gain statique du systéme
T =2 constante de temps du systéme
Laplace — _
mw+1).S =K.E
+ Conditions d’Heaviside (zp )-5(p) ()
Donc
5(p) K
Hp) = —=<=

E(p) 1+ 1p
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Systemes du premier ordre

s(t)

Réponse impulsionnelle

e(t)=6() =) F(p)=1

K
1+1p

Laplace mmm=) S(p) = H(p).E(p) =

—t
Réponse temporelle mm=) s(t) = —e 7 u(t)
T
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Systemes du premier ordre

Réponse indicielle

_ e
e(t) = eou(t) === p(p) = ?O Démonstration

K €o
Laplace — mm) S(p) = H(p).E(p) = 1+1p " p

—t

Réponse temporelle ) S(t) = Ke, (1 — 67) .u(t)
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Systemes du premier ordre

Réponse indicielle
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Systemes du premier ordre

A
Réponse indicielle & e(t)
Keo l . écart |
0.95Keo — s(t)
0.63Keo
[ 4 V 4 t
Propriétés remarquables des courbes : >
T 3T
* Pas de dépassement
« Gain statique K > comportement du systéme en régime permanent: S o, — K eO
. Keg
* Pente al'origine non nulle : —
T

e Ecart statique (en utilisant le théoreme de la valeur finale sur S(p)) : ES — 30 (1 — K)
Le systeme est précis si K=1

e Pourt=r1,5(t) =63%.5,

* Pourt =3t,s(t) = s(tgy) = 95%. Se

* Plus 7 est petit, plus le systeme est rapide
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Systemes du premier ordre

Réponse indicielle
Influence des parametres caracteristiques

1

p—————
— — =~
—_—
——

P —— e R
— i ——
— —

Plus K est proche de 1, plus le systeme est précis.

0 2 4 6 8 Temps 10
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Systemes du premier ordre

Reponse indicielle o,

Identification temporelle Keo
0.95KEU

0.63Keo

Détermination de K : T 3T

o Valeur asymptotique de la courbe qui vaut Ke, permet de déterminer K

Détermination de t (3 méthodes) :
o T correspond au temps pour lequel la sortie vaut 63% de sa valeur asymptotique,
o La sortie atteint 95% de sa valeur asymptotique pour t = 3t,
o Latangente a l'origine coupe I'asymptote a l'instantt=rt.
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Systemes du premier ordre

Réponse a une rampe

e(t) = a.t.u(r) m——) E(p) — g

2

K a

Laplace === S(p) = H(p).E(p) =

1+1Tp " p?

t
Réponse temporelle === s(t) = gk (t — T+ Te_?) .u(t)

Lycée Gustave Eiffel BORDEAUX
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Systemes du premier ordre

Réponse a une rampe

Si K=1: écart constant en régime permanent =2 &, = art. (La sortie suit I'entrée avec un retard 1).

SiK#1:Laréponse tend vers la droite d'équationy = K.a. (t — 1)

K<1-> &, augmente en permanence

K>1-> &, s'annule pour une valeur particuliére de t, puis croit indéfiniment
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Systemes du premier ordre

Réponse a une rampe

e(t) " N e(t) s(t)
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Systemes du deuxieme ordre

Rappels
Systéme du 2" ordre =) L d°s0) + ds(t) + s(t) = Ke(t)
t S = Keé
ysteme du orare wg dtz W, dt
Avec :
w => pulsation propre non amortie du systeme
z = coefficient d’amortissement du systéme (ou ¢£)
K = gain du systeme.
2
Laplace m—  H(p) = S) _ Kwj _ K
+ Conditions d’Heaviside E(p) p*+ 2zwyp + wj 14 Ep N r’
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Systemes du deuxieme ordre

Rappels

Hp) = S(p) _ Kw} _ K
E(p) p*+ 2zwyp + w; 1+Ep+p_2
Discriminant : A = 40)5 (Z2 — 1).

3 cas possibles :

e z>1:deuxpolesréels: régime apériodique,
e z=1:un poble double : régime apériodique critique,
e z<1:deuxpodles complexes conjugués : régime pseudo-périodique (ou oscillant ou sous amorti).
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Systemes du deuxieme ordre

Régime apériodique : z > 1

2

K(UO
=wogl—z++2z2—-1) <0, avec H(p) =
prz = wo(~z %22 1) ®) = =0 -
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Systemes du deuxieme ordre

Régime apériodique : z > 1
Réponse impulsionnelle

e(t)=6@) == FE(p) =1

2 D.E.S. 1 1

_ KG)O .
— S = 2VzZ-1 (p—pl p—pz)

K(A)O
(p—p1)(p—D2)

Laplace =) S(p) =

Kw
Réponse temporelle mmmm) s(t) = " s - (ePrt — eP2t). u(t)
Z —
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Systemes du deuxieme ordre

Régime apériodique : z > 1
Réponse impulsionnelle

s(t) = K;UO_ - (epﬂf — epzt)_u(t)

A YAV A

s(t)
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Systemes du deuxieme ordre

Régime apériodique : z > 1
Réponse indicielle

€o

e(t) = equ(r) =) E(p) = >

o) S(p) Kegw,? D.E.S. S(n) A B C
aplace ) p) = —) -4 +
p(p —p1)( —p2) P P P—P1 D—D
Avec A = Key; B = —220_op ¢ = — 0%
P1(P1—D2) p2(P1—P2)

( ) [ wo (eplt epzt)] ( )
Réponse temporelle ) s(t) = Key |1 — — u(t
P P "I 2VzZ—1\pP1 D2
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Systemes du deuxieme ordre

Régime apériodique : z > 1

Réponse indicielle W, eP1t oDzt
s(t) = Ke, [1 — ( — )] .u(t)

2Vz2 — 1\ P1 D2

Signhes particuliers du régime apériodique :

* temps de réponse a 5% > formulesimple

* Siun des poles est tres petit devant I'autre = assimiler le systéme a un premier ordre.

Si p1 > p,, alors le pdle p, (inverse de la constante de temps T1,) est dit dominant.
—> premier ordre de constante de temps T,

t—Tl

s(t) = Ke, (1 —e T2 ).u(t)
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Systemes du deuxieme ordre

Régime apériodique : z > 1

Réponse indicielle

s(t) = Ke, [1 — ;

1 -
09 r
0.8 r
0.7
0.6 -
05 r
04 r
03 r
02 r
0.1 r

0

o —
——

-—

-

12
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Systemes du deuxieme ordre
Régime apériodique critique : z=1

Un p6|e dOUble . pl’z = _Z(UO = _(UO

2 2
Kwgj Kwgj

P+ 2wep + w§ - (p + wg)?

H(p) =
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Systemes du deuxieme ordre

Régime apériodique critique : z=1
Réponse impulsionnelle

e(t)=6@) == F(p) =1

2 2
Laplace ) S(P) = Rws > E(p) — il 2
(p + wo) (p + wo)

Réponse temporelle ===  s(t) = Kw§te @t u(t)
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Systemes du deuxieme ordre

Régime apériodique critique : z=1
Réponse indicielle

€o

e(t) = equ(r) =) E(p) = >

K w? Ke,w?
Laplace mmmmm) S(p) = : Z.E(p) = — 2
(0 + wp) p(p + )

Réponse temporelle === (t) = Key(1 — (1 + wot)e™@0t). u(t)

Lycée Gustave Eiffel BORDEAUX
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Systemes du deuxieme ordre

Régime apériodique critique : z=1
Réponse indicielle
4 s(t) = Keo(l -1+ wot)e“‘)ot).u(t)

 Temps de réponse a 5% = fermulesimple
S(t .  Dépassement
Keo ( )

eo / e(t) Remarques :

* La courbe possede la méme allure générale
gue pour le cas z >1, comme si l'on avait
deux constantes de temps identiques.

t  Ce cas n'existe pas physiquement,
> car on ne peut réaliser parfaitement z =1.
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Systemes du deuxieme ordre
Régime pseudo-périodique : z< 1

Deux pdles complexes conjugués : p;, = wo(—z + i1 — z°)

2
Kwgj

(p + Zwo)z + (woV1 — z2)?

H(p) =



A_ROUX Lycée Gustave Eiffel BORDEAUX

Systemes du deuxieme ordre

Régime pseudo-périodique : z< 1
Réponse impulsionnelle

e(t)=6@) == F(p)=1

2
Kwj

(p+ Zwo)z + (woV1 — z2)?

Laplace mm==) S(p) =H(p).E(p) =

Kw,
Réponse temporelle mmm=)  g(t) = e~ @zt gin (wm/ 1— Zzt) u(t)
V1 — z?
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Systemes du deuxieme ordre

Régime pseudo-périodique : z< 1

Réponse impulsionnelle
Kw
A s(t) = 2 e 9%t gin (woy 1 — z2t) . u(t)
V1 — 22 ( 0 )

e(t)
s(t)
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Systemes du deuxieme ordre

Régime pseudo-périodique : z< 1
Réponse indicielle

€o

e(t) = eou(t) mmmm) E(p) = >

Keyw}

Laplace == S(p) = (p% + 2zwyp + wi)p

Réponse o , |
temporelle mmmm)  s(t) = Keg [1 — e~ ®WoZt (cos (a)m/ 1— Zzt) + msm (a)m/ 1— Zzt)>] .u(t)
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Systemes du deuxieme ordre

Régime pseudo-périodique : z< 1

Reponse indicielle S(t) = Ke, [1 _ oWzt (COS (wO /1 . Zzt) + A 2 sin ((UO /1 B Zzt)>] u(t)

1—2z
A Ta
D1 D = - S(t)
Keo — T\ N~ %

0 T.n 3Ta /2 5Ta/2
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Systemes du deuxieme ordre

Régime pseudo-périodique : z< 1
Réponse indicielle

* Laréponse des oscillations amorties dont |la période, appelée pseudo

/\ T période est :
i 2T 2T
e j=12) A e 0 Ty = == — avec w, = wo\ 1 — z* la pulsation amortie
I\DW woV1l —z Wq
TR RUVEEEEE
© * Lapentea/lorigine est nulle : (lim s'(t) = 0 donc pente nulle)
g t—0

0 Ta'/2 ' 3T;/2 | 5T;/2
* Les dépassements relatifs pour les instants t, tels que s’(t,) = 0 ont pour valeur:

—zkm

Dyo, = 100 stti)—s+eo)l _ 100.ev1i-z2  avecty = <

|s(+00)| woV1—2z2
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Systemes du deuxieme ordre

Régime pseudo-périodique : z< 1
Réponse indicielle

A /\ PR N
SN s(¢)
Keo — —\ N~ %
\D R —ZT (D1))>
o : . lIl D
Vo O | py=elt-2 soit z= | o)
{7+ (In(Dq))
t

0 T.n 3Ta/2 5Ta/2
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Systemes du deuxieme ordre

Régime pseudo-périodique : z< 1 NiNiin
Réponse indicielle

e(t)

Temps du 1°" dépassement

Amplitude du 1°" dépassement

Pulsation amortie W, = W [1 — 22
Pseudo-période 2m 2m

woV1 —z% (g

2
Coefficient d’amortissement Z = Z(IH(Dl)) >
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Systemes du deuxieme ordre

Bilan sur les réponses indicielles

A régime pseudo-périodique z<I|

Keo /\ S(t)

€o o (t)

régime apériodique-critique z=|

régime apériodique z> |
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Systemes du deuxieme ordre

Influence des parametres caractéristiques
Coefficient d’amortissement z (ou &)

A

Pour z< 1 (régime pseudo-périodique)

Keo | =

* z=1:réponse apériodique critique

e z=0,7:réponse optimisant le temps Qo
de réponse a 5% (D, = 5% . Ke).
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Systemes du deuxieme ordre

Influence des parametres caractéristiques

Pulsation propre Wy A
Wo =2 rad/s Wo =0.5 rad/
/ v 0 =0,5 rad/s
O
Keo \_’ -
W, = wmedifie > amplitude N
des dépassements Wo =1 rad/s
€o
e(t)

o I 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
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Systemes du deuxieme ordre

Influence des parametres caractéristiques
Détermination du temps de réponse a 5%

Temps de réponse réduit (ts,.wg)

Temps de réponse réduit T'r - w,

& B aNEo0
(=T = = = = =] =}

300
~
8]

Tr'wu

Lycée Gustave Eiffel BORDEAUX

~

N

——

¥ P P PP SRY
o e e

g A RS
> Qhﬁpﬁ'ﬁ%g

Ceefficient d’amortissement =



A_ROUX Lycée Gustave Eiffel BORDEAUX

Systemes du deuxieme ordre

Influence des parametres caractéristiques
Abaque des dépassements en fonction de z

0% = Abague des depassements
—— |s(ty) — s(+00)| _Zkn
Dy, = 100 (Ts(+0<f)| N 100.ei27
Avec t, = o kf_zz
ﬁ 1'] ..................................... ............................ -
) | \ Dépassements relatifs 2> dépendent = que de z
— D RS '\ .
— D, W\ ‘H Voo
— Ik ' I"-. | \
— 'DII'I Voo II'|III I|II \
l

10 ' '
107 101 10°
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Systemes du deuxieme ordre

Tracé des courbes et abaques sur Python (module matplotlib)

def Discretisation(a,b,n): . 1 .
return [a+k+(b-a)/n for k in range(n)] 1— = (1 + —) E_‘-‘J‘UH:Z_VZ _1) — (1 — —) e_wﬂﬂzz'"\-'z _1) siz>1
2 22— 1 2 22— 1
Liste wot = Discretisation(0,50,1000) s(t]:: 1 ——(1 +—u@tz)e—ﬁmtz giz =1
E—wotz
1— 7sin(wghf1 —zz—l—g.o) avec sing =1 —z2 etcosp =z siz<1
def Solution(w0t,z): 1 —z2
if z>1:

a=ma.sqrt(z#*2-1)

return 1-(i+z/a)*ma.exp(-wlt*(z-a))/2-(1-z/a)*ma.exp(-wlt*(z+a))/2
elif z==1:

return 1-(1+w0t*z)+*na.exp(-wlt+z)
else:

a = ma.sqrt(i-z++2)

phi = ma.atan(a/z)

return 1-ma.exp(-wlt+#z)#*ma.sin(wOt*a+phi)/ma.sin(phi)

fiéponse tempaorells

— =02
| — z=1
— =2

def ReponseTemporelle(L,z):
return [Solution(wot,z) for wot in L]

plt.figure() # Définition d'une nouvelle figure
for z in [0.2,1,2]:
plt.plot(Liste_wot, ReponseTemporelle(Liste_wot,z),label='z='+str(z))
# Graphes
plt.xlabel("Temps réduit $\omega O0t$ (rad)") # Légende de 1'axe des abscisses /
plt.ylabel("s(t)") # Légende de 1l'axe des ordonnées 0.2
plt.grid() # Affiche une grille
plt.legend(loc=1) # Affiche la légende on
plt.title('Réponse temporelle'} #Titre
plt.show() # Affichage de la figure

LV 10 20 30 40 0
Temps rédult o, ! frad)
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Systemes du deuxieme ordre

Bilan sur les réponses indicielles

def Discretisationlog(a,b,n): 10"
return [10#+*x for x in Discretisation(a,b,n)]

Liste_z = DiscretisationLog(-2,1,500)
Liste _wot = Discretisation(0,150,1000)

def Depassement (k,L):
return [ma.exp(-k+ma.pi*z/(ma.sqrt(1-z*#+2))) for z in L]

plt.figure() g 10"
plt.xzscale('log') # Echelle logarithmique abscisses
plt.yscale('log') # Echelle logarithmique ordonnées
plt.xlim(.01,1)

plt.ylim(0.01,1)
for k in range(1,11):
Liste_Dk = Depassement(k,Liste_z)

plt.plot(Liste_z,Liste_Dk,label='$D_{'+str(k)+'}$"')
plt.xlabel('$z$"')
plt.ylabel('$D_k$')
plt.title("Abaque des dépassements")
plt.legend(loc=0)
plt.grid(which="'both') # Affiche une grille
plt.show()

102 -
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Systemes du deuxieme ordre

Bilan sur les réponses indicielles

def EstDansLaBande(x): T . o
5 emps de reponse reduit
return x<=1.05 and x>=0.95 11 . T T

def TempsDeReponse(L,z):

n=len(L)
k=n-1
Test = True
while k>=0 and Test:
if EstDansLaBande(Solution(L[k],z)): o
k = k-1 g .
1']-_... emessdmr s amdm e sl I mdedmde b e s e demesemfpems demel sk ekl - ehememel samek smds mde kel
alse: H
Test = False !
return L[min(k+1,n-1)]
Liste_Treduit = [TempsDeReponse(Liste_wot,z) for z in Liste_z]
plt.figure ()
plt.xscale('log')
plt.yscale('log') 10° ;
plt.x1im(.01,10) 107 10t 10" 10!

plt.ylim(1,100)

plt.xlabel('$z3$"')
plt.ylabel('$\omega OT_r$ (rad)')
plt.title("Temps de réponse réduit")
plt.grid(which="both')
plt.plot(Liste_z,Liste_Treduit)
plt.show()
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Systémes du ler et 2nd ordre bouclés
par un retour UNITAIRE

FTBF d’un systeme du 1°" ordre

E(p) £(p) . S(p) E(p) p S(p)
—_— — R BF _
% 1+ ——> |1+ Teep -

K K
S 1+ K _ 1F¥K
E() K _— 14+mp+K 14"~
1+1+Tp T+KP
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Systémes du ler et 2nd ordre bouclés
par un retour UNITAIRE

FTBF d’un systeme du 2"9 ordre

A_ROUX

E(p) £(p) K S(p) E(p) Kgr S(p)
- 1+ 2y p? [T — 42y L2 —
Do @o :> wOBFp wOBsz
K
2z p*
1+ =Zp+ = K
S() _ Wo~  w§ K _ 1+K
E®) 4 K 2z p? 27 p>
+ z 1+ —p+- 5+K 1+ p
14 2254 B Wo" " wf wo(1+K)" ' w2(1+K)
K Z
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Systemes du ler et 2nd ordre bouclés
par un retour UNITAIRE

Avantages et inconvénients de la boucle de retour UNITAIRE

e Un 1¢ ou 2" ordre bouclé par un retour unitaire =2 un 1 ou 2" ordre
mais avec de nouveaux parametres
e Un 1 ou 2" ordre bouclé par un retour unitaire = jamais une erreur nulle
car Kgrp # 1
e Augmentation du gain de |la chaine directe (K) pour un systéme bouclé par retour unitaire :
o Améliorera la précision car Kz — 1
o Un 1° ordre bouclé = plus rapide que ce 1 ordre sans bouclage (tgr < 1)
o Un 2" ordre bouclé = moins amorti que ce 2" ordre sans bouclage car (zgr< z)
o Un 2" ordre bouclé = plus rapide que ce 2"9 ordre sans bouclage car (Wogp> Wo)
e Augmentation du gain dans la chaine directe (K) > probléemes de dépassements
et de stabilité (voir 2¢™e année).

- Nécessité de réaliser des compromis entre précision-rapidité-stabilité...
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e de comportement lorsque

Choix du mode
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Réponses a d’autres signaux tests

Réponse d’'un systeme du premier ordre a une entrée rampe

10 L e(t), st) K=,
/ e(t)
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Réponses a d’autres signaux tests

Réponse d’'un systeme du second ordre a une entrée rampe

K=2
10| e(t), s(t) -~ — — e(t)

7/
81 £=0.2 / 7 L
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Systeme réel

Fonction du systeme

Equation différentielle

Représentation dans
le domaine de Laplace :
Fonction de transfert

Etudes des réponses du
systeme : évaluation
des performances

deéplacement
accélérateur da(t)

Permettre de se

Vitesse du
véhicule Va(t)

—_—> déplacer EE—
rapidement
d*Va _dVa
— Va=K.0
s + 5 7 +vVa a

_Valp) K

H (p)

da(p)  ap?+Bp+y

0
o / \/U
régim

régime pseudo-périodique z<|
[\/ ()
e apériodique-critique z=1

régime apériodique z>1 ¢

e(t)

Va(p)

Résume de |la démarche d'analyse

asAipup,p aydipwd(

Lycée Gustave Eiffel BORDEAUX



A_ROUX p p . . . Lycée Gustave Eiffel BORDEAUX
Methode de determination graphique des
\ /
) parametres d’'une FT
S(t
Réponse temporelle PREMIER ORDRE S( ) K
S0 3 _ p _
15%  H(p) = Ep) - 1+
254 - S S s M M B Pente a I'origine non nulle
Détermination de K :
2
Soo
. . S
15 4 - = =~ _|__§_'___ - ___'___|_:_ ., .
| g/ | | o | Attention : Si l'on trace s(t)/e(t) en fonction
du temps, K est alors directement la valeur finale
1 -
Détermination de 7 :
, * Latangente a l'origine coupe
0 1t I'asymptote a l'instant t =7
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Méthode de détermination graphique des
parametres d'une FT

1 - __ _. S(p) K
,,,,,,, H(p) = = 5
09 | -5 Ew) 1,2z . P
7P p + 2
0.8 | R 4 W WG
7 Pente a 'origine nulle
0.7 S
0.6 | i
o5 / / Second ordre apériodique assimilable a
/
04+ / un PREMIER ORDRE AVEC UN RETARD
/
03+
! /
021 /i
/ /
0.1 ]I [I ( _t_Tl)
o L . . . . - s(t)=Key\1—e 72 ). u(t)
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Methode de determination graphique des
parametres d'une FT

Réponse temporelle SECOND ORDRE

A_ROUX
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s, K est alors directement la valeur finale

Attention : Si l'on trace s(t)/e(t) en fonction

du temp

Détermination de z :
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