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Notion de solide

Définitions et hypotheses

e Solide indéformable :

d|oP
Vv (Q, P) bipoint de S?, ( ”Q ”) =0
dt R
g

e Solide homogeéne : masse volumique = ne varie pas

Masse du solide conservative = la masse ne varie pas avec le temps.

dp(P
Rg
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Notion de solide

Centre de masse / centre de gravité
Expéerimentalement

Comment mesurer
le centre de gravite
d’un casque d’avion
de chasse?
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Notion de solide

Centre de masse / centre de gravité

Expérimentalement

On suspend un casque d’avion de chasse a un fil, fixé successivement en A et B. On marque ainsi la continuité
du fil par deux droites qui sont sécantes en un point.
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Notion de solide

Centre de masse / centre de gravité
Expéerimentalement

Casque = soumis a 2 forces : Tension du fil + Poids

Point de concours = Centre de gravité.
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Notion de solide

Centre de masse / centre de gravité
Analytiquement

e Définition générale :

Considérons un systeme de n points matériels P, de masse m..

des points P, affectés des coefficients m,, c’est-a-dire :

MOG = ¥, m;OP; ou)." 1mGP 0.

(O désigne un point quelconque et la masse M est égale a ).'-; m;).
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Notion de solide

Centre de masse / centre de gravité

Analytiguement

e Définition générale :

Solide 2 somme intégrale (découpe du solide en éléments
dm arbitraires centrés sur les points P+ dm — 0 ):

MOG = [[OPdm  ou [,GPdm
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Notion de solide

Centre de masse / centre de gravité
Analytiquement

e Coordonnées du centre de masse :

Onnote 0G = xcX + Vo7 + 2.7 et OP = x% + yy + 27

Js x.dm Jz y.dm
d’ol Xc — ; Yo = ;
M (%) M(Z)
Remargue : Si un solide admet un plan, un axe ou un centre de symétrie droite ou oblique,

son centre de masse se trouve dans le plan, sur cet axe ou au centre de symétrie.
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A_ROUX

Notion de solide

Centre de masse / centre de gravité
Détermination du centre de masse d’un ensemble de solides SZ

Ensemble de solides ¥ de masse M est constitué de n solides S, de masse m, (M = )i, m;),

Centre de gravité G :

Y% m.)0G = MOG =Y" . m; 0G, ou Y™ .m GG, =0
=1 =1 1=1 l l
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Notion de solide

Centre de masse / centre de gravité

Determination du centre de masse d’un ensemble de solides S,

Reel . Modeéle plan

L4
-
()"

Calculer le centre de
gravité dans le plan
( X0,¥0 ) du systéme
bielle/manivelle/piston

Solide 1 (manivelle) : m, et | m” =4 |

—

:mzet|AB =l

Le centre de gravité de chaque solide est confondu avec le centre
Solide 3 (piston) : m; et |BC | =I5 géométrique des piéeces.
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Notion de solide

Solide 1 (manivelle) : m, et ||ﬁ|| =1

Centre de masse / centre de gravité et 48] =

Solide 3 (piston) : my et ”R"” =1

Determination du centre de masse d’un ensemble de solides S,

Réel . Modéle plan

B ®c 2,
| o
xg = lycosf + /l% — 1,%sin*6

xg—11c0s(B) b sin(@)

cos(B) = EE— etsin(pB) = L

On rappelle la loi E/S du mécanisme : x5 = 1;cos0 + /1 — 1,%sin?8

—1l4cos(0)
l2

L sin(@)
Ly

et sin(B) =

On donne aussi : cos(B) = =&
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Notion de solide

Centre de masse / centre de gravité

:m, et ||AT§|| =1,
Détermination du centre de masse d’un ensemble de solides S

Solide 3 (piston) : my et ”ﬁ” =1

Solide 1 (manivelle) : m, et ||E4)” =1

i

Modéle plan
— b cos(0
Xg1 =, cos(6)

l{ .
yer = 2sin(6)

, B @C %,
zZ, >! @ﬁ y
( l X
Xgy = —1cos(9) +Z

) 2 2

{xm =Y cos(o)
Ye1 = 2sin(@)
l {xoz—% (H)+7
e Yoz = 5 sin(8)
Ye2 =5 sin(6) S
{ L)’G3:0 ?
I3
XG3 = Xp + —

2
Yoz =0
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Notion de solide

Solide 1 (manivelle) : m, et ||E4)” =1

Centre de masse / centre de gravité myet 78] =

Solide 3 (piston) : my et ”ﬁ” =1

Determination du centre de masse d’un ensemble de solides S,

Reéel .- Modéle plan

s @,
| o

( 1 [ m [
_ 1 2 -3
4 e my +m, + mg; ((ml * mZ) 2 COS(Q) i (m3 i 2 )xB T ms 2) Xp = 110059"'./1% — l;%sin*6
ml + mz ll )
- —sin(6 _
Ly “ T my +my +my (2 (0)) cos(p) =L et sin(p) = — LD
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Notion de solide

Solide 1 (manivelle) : m, et ||E4)” =1

Centre de masse / centre de gravité myet 78] =

Solide 3 (piston) : my et ”ﬁ” =1

Determination du centre de masse d’un ensemble de solides S,

Reéel .- Modéle plan

B ®c 2,
| o
xp = lycos0 + ’l% — 1,%sin*6

cos(B) = —xB_lllzos(e) et sin(g) = — 2329 S;‘:(Q)

( 1 l1 my . l3
: X6 Syt my (Tt ma) g cos(@) 4 <m3 " 7) (lycos0 + \/lg ~ lisin®0) +m; )
myq -+ my ll .
_ 2 sin(6
\yG myq + m, + ms (2 Sln( ))
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Notion de solide

Etude d’une ligne matérielle plane
Centre de masse

. el - AM ] \
Masse linéique u = Al%moA—l avec solides homogenes : u = cste.
ﬁ

Centre de masse : LOG = fL OPdl ou fL GPdl = 0.



A_ROUX Lycée Gustave Eiffel - BORDEAUX

Notion de solide

Etude d’une ligne matérielle plane
Théoreme de Guldin (Th n°1)

Le théoréme de Guldin (n°1) = Centre de masse (ou centre d’inertie) d’une ligne plane.

Soit une courbe plane (C) de longueur L appartenant au plan (0, X,y) et ne coupant pas l'axe (0, y).

Soit G le centre de masse de la courbe C.

Par définition : M(2)0G = fcm’)dm ou encore, LOG = fcm’)dl

=l

v

On projette I'équation sur 'axe (0, X) : Lx; = fc Xpdl
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Notion de solide

Etude d’une ligne matérielle plane
Théoreme de Guldin (Th n°1)

On fait tourner la ligne autour de I'axe (0, y) et on regarde la surface engendrée :

2. L. x¢ =j2n.xp.dl
C

'élément dl de (C) centré sur le point P engendre la surface

ds = 2m.x
14

EtS = [.ds

2. L. xg = JZn.xp.dl =S
C
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Notion de solide

Etude d’une ligne matérielle plane
Théoreme de Guldin (Th n°1)

Th de Guldin : Laire de la surface engendrée par une ligne C, de longueur L,
tournant autour d’'un axe A situé dans son plan et qui ne le coupe pas,

est égal au produit de la longueur L par la circonférence décrite par le centre
de masse G de la courbe C.
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Notion de solide

Etude d’une ligne matérielle plane
Théoreme de Guldin (Th n°1)

Exemple: Centre de masse d’une ligne matérielle homogene demi-circulaire (centre O, rayon R).

Ay

S 4ATTR? ) 2R
= solt Xg = —.
21TL 2. TR T

X Nous avons x; =
O -

Y
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Notion de solide

Etude d’une ligne matérielle plane
Théoreme de Guldin (Th n°1)

Exemple : Détermination de la surface totale d’un cone :

Montrer que S;;; = m.R.VR? + H? et donc que S.4ne = . R. (VR% + H?2 + R)
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Notion de solide

Etude d’une surface matérielle plane

Centre de masse

: . AM .
Masse surfacique o = Alémo —5 Pour une plague homogene ¢ = cste.
-

Centre de masse :

S.0G = fsﬁ)’ds ou encore fsﬁ)ds = 0.
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Notion de solide

Etude d’une surface matérielle plane
Théoreme de Guldin (Th n°2)

Le théoreme de Guldin (n°2) permet de déterminer le centre de masse (ou centre d’inertie)
d’une surface plane.

Soit une surface plane (S) de surface S appartenant au plan (0, X,y) et ne coupant pas l'axe (0, y).

Soit G le centre de masse de la surface S, par définition :

M(Z)0G = fSO_P)dm ou encore, S.0G = fSO_P)dS

On projette I'équation sur I'axe (0,X) : S.x; = fs xpds

Idem théoreme n°1 :

2m.S.xg = | 2. xp.ds =V
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Notion de solide

Etude d’une surface matérielle plane
Théoreme de Guldin (Th n°2)

Th de Guldin : Le volume engendré par la surface S, de surface S, tournant
autour d’un axe A situé dans son plan et qui ne le coupe pas, est égal au produit
de la surface S par la circonférence décrite par le centre de masse G de la surface S.
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Notion de solide

Etude d’une surface matérielle plane
Théoreme de Guldin (Th n°2)

Exemple : Détermination du volume d’un cone :

1
Montrer que Vegpe = 3. T R*.H

On peut également le démontrer par intégration :

EIPU
N

Veome = J, 7.d0.dr.dz = [ frsupfznr do.dr.dz = 3.7T.R2.H avec Iy, =

(car la borne d’intégration du rayon dépend de l'altitude du disque).
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Notion de solide

Etude d’une surface matérielle plane
Théoreme de Guldin (Th n°2)

Exemple : Détermination du volume d’un cone :

1
Montrer que Vegpe = 3. T R*. H

Ou avec le théoréme de Guldin n°2 :

Vesne = 2m.S.x; = 2. (%)g = %.n.RZ.H
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Moment d’inertie deun solide

e ParrapportaunaxeA:

H = projection orthogonale de MeS sur A = (0,u)
I(S,A) = f MH*dm = f d’dm =1 (S)
S S

d = distance de M a l'axe A
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Moment d’inertie deun solide

e Par rapporta un point A ;

1,(8) = f AM?*dm
S

Lycée

Gustave Eiffel - BORDEAUX
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Moment d’inertie deun solide

Soit M de coordonnées x, y, z dans le repére (0, X,y, Z).

I4($) = [((x* +y* +z°)dm Io:(S) = [((¥* +2*)dm

Remargue : Unité : kg.m?
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Moment d’inertie d’'un solide

Exemple 1 : Déterminer |, pour le cylindre de révolution de rayon R, de hauteur h et de masse m.

Ip,(S) | J(x 2 + y2)dm = coordonnées polaires

fsrzd‘m avec dm = pdv = p2nr hdr

(en regroupant tous les points M a méme distance r de Oz)

4
= J.p2nr hdr = Zﬂph%:) Iy, = mR;
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Moment d’inertie d’un solide

Exemple 2 : Déterminer le moment d'inertie d'une sphére de rayon R, de masse m par rapport
a son centre O puis par rapport a un diametre A quelconque.

Iy = fs r’dm  avecdm = pdv = pd Gm‘?’) = p4nridr

R> 3
Ip = | panr*dr = pAm— = —mR?
. 5 5

Or ly=1,=1,,=1, parsymetrie et [, +I, +1,=21,=31,

2
d'ou IA = EmRZ
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Theoreme de Huygens

Soit un axe U passant par le centre de gravité G
d'un solide S et un axe parallele a la distance d
passant par le point A.

On cherche la relation entre 1,(S) et 1,,(S).

14, (S) = fSWde = [,(HK + KM)*dm (par définition)

Ly (S) = j HK?dm + j KM2dm + 2. j HE. KMdm
S S S

14, (S) = md? + 1-,(S) + 2. fsﬁ KMdm  (définitions précédentes + figure + KM = KG + GM)

1y (S) = md? + I, (S) + 2. j HE.KGdm + 2. j HE.CMdm
S S
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Theoreme de Huygens

-
Z

-
X

IA (S) = md2+ I (S)+2. HK.KGdm + 2. HK.GMdm
u Gu
S S

or HK.KG sont orthogonaux et 2. HK.GMdm =2.d.% [.GMdm = 0 (par définition du centre de gravité).
S S

D’ou : IAu(S) — IGu(S) mdz
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Matrice d’inertie (ou tenseur d’inertie) d’'un solide en Q

Repeére R associé au solide :

> - - - -

QP =x.X+y.y+2z.Z U=p.X+qy+r.z

Cette matrice est ici définie dans un repéere R associé au solide.

J (y? +2z%)dm  — j xydm j xzdm
s s
A —F -—-E
[IQ(S)]R — —jxydm j(x2 + z%)dm fyzdm —|_F B —D
S S S —E —-D C lgp
- f xzdm - j yzdm f (%2 + y?)dm
s s s lor
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Matrice d’inertie (ou tenseur d’inertie) d’'un solide en Q

1)l =

j (y2 +22)dm  — j xydm . j xzdm
5 5 5
A
—jxydm j(x2 + z%)dm —jyzdm = |-F
S S S —E
- f xzdm - f yzdm j (%2 + y2)dm
5 5 5 lo.R
Inertie

/ Caractérise

/Ie solide S
[1o($)]r

™~
I Exprimée
Matrice dans le repéreR
Calculée

au point O

—F —FE
B -D
—D C O.R
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Matrice d’inertie (ou tenseur d’inertie) d’'un solide en Q

f (y?2 +2z%)dm - f xydm — f xzdm
s 5 5
A —-F -E
[IQ(S)]R = —fxydm f(x2 +22)dm —fyzdm =|-F B -D
S S S —E —-D C lgpr
— J- xzdm — J- yzdm J- (x2 + y*)dm
s 5 5 lor

Dans la plupart des cas, on pourra omettre la notation avec le repéere R pour alléger les notations.

Remarque : Si on demande de calculer E, il n’y a pas de signe « moins ».

Moment d'inertie du solide S par rapport a un axe U passant par Q :

Iou(S) = U.[Io(S)]u louwy(S) = U [I,($)|¥

Attention : La matrice d’inertie d’un solide est calculée en un point et dans un repere lié au solide.

Lycée Gustave Eiffel - BORDEAUX
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Particularites de [‘opérateur
Conventions

R =(Q’£’3_;’Z)) :

e A, BetC = Moments d'inertie par rapport aux axes (Q,x ), (Q,y ) et (Q, z).

e D, EetF - Produits d’inerties par rapport aux plans (Q,y,z), (Q,%,2), (Q,x,y ).
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Moment d’inertie autour d’'un axe

A_ROUX

Particularites de [‘opérateur

Extensions

Moment d’inertie en le définissant par rapport a un élément géométrique quelconque :

1(5/(Q.9,9) = [¥*dm et 1(5/(Q,%2) = [;y*dm

Somme des moments d’inertie par rapport a deux plans orthogonaux

I(S/(Q.%,2)) +1(S/(Q,¥,2)) =1(5/(Q,2)) = C

Somme des moments d’inertie par rapport a trois plans orthogonaux

1(S/(Q.%2)+1(S/(Q.5 ) +1(S/(Q.%3)) =1(S/Q) =5 (A+B +()
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Particularites de [‘opérateur
Reperes particuliers

Matrice d'inertie d'un solide = symétrique + vecteurs propres orthogonaux = Repére Principal d'Inertie.

Lorsqu'un solide possede un élément de symétrie (plan, droite, point),
cet élément fait partie du repére principal d'inertie.

De plus, le CdG (G) appartient a cet élément de symétrie.
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Propriétés de la matrice d’inertie — Cas particuliers de solides

Un Plan de svmétrie (Q, X, y) :

L'axe perpendiculaire a ce plan (donc Z) est principal d'inertie.

N

D=0et E=0 —|—F

cUo..lq
O O© O

“Qxyz
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Propriétés de la matrice d’inertie — Cas particuliers de solides
Deux Plans de symétrie (Q,x,y) et (Q,X,2) :

Z A

D=0 et E=0 et F=0 —>

oo X
oW o

ﬁcq

“Qxyz
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Propriétés de la matrice d’inertie — Cas particuliers de solides

Un axe de Révolution (Q, Z) :

—
Z

A=BetD=0etE=0etF=0 >

OO X
o X O
ﬁoq

10z

A+B=2A=ZB=C+2.]zzdm=]r2dm+2.fzzdm
S S S
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Moment d’inertie autour d’'un axe

A_ROUX

Propriétés de la matrice d’inertie — Cas particuliers de solides

Un centre de symétrie sphérique (G forcément) :

A=B=Cet D=0 et E=0 et F=0 —

0 O
A 0
0 A4

SO

-Q

A+B+(C=3A=3B=3C = 2.jr2dm
S

Remarques :

e Lerepere dans lequel est exprimé la matrice d’inertie est tres important.
e La matrice a la méme forme (mais pas forcément les mémes valeurs) quel que soit le point de ['axe
ou elle est calculée et le moment d'inertie autour de l'axe est constant quel que soit le point de calcul tant que

I'on reste sur l'axe.
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Les solides élémentaires

Parallélépipede en G

/ 3 plans de symétrie (D=E = F = 0).
S
Parallelepipede v [ H?Z 4+ 12 0 0
M
T 1?2 M H2 + 6’2 20 ,
— 0 L +e
L Y 12 e
X 0 0 12 lgx
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Les solides élémentaires

Cylindre en G
@ Axe de révolution G,: A=BetD=E=F=0.
M R? H? 0 0 7
~ I &L
Cylindre ~ > 0 4 127 40
S e X 0 0 2 4G,z

Pour tous les solides de révolution: A=BetA+B=2A=2B=C+2 fs z*dm
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Les solides élémentaires

Cone en O (sommet)

Hauteur H sur Z et base circulaire de rayon R.
A
Utiliser des disques d’épaisseur dr dont le rayon varie
Z avec z.

— 3 0 0
. — Y — M(R? + 4H?
Cone V(O \ X 20" ) iM(R2 +4H?) 4 0
0 0 107 1g,
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Les solides élémentaires

Sphere en G

Rayon R constant et épaisseur négligeable

CalculenG:A+B+C=3A=2.[ r’dm =2MR?

2 0 0

2
MR 2 e 0
—MR*
0 3 _MRZ
0 0 3 I
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Les solides élémentaires

Bouleen G
?‘ Rayon R (Idem Sphere et utiliser une sphere creuse d’épaisseur dr).
—_—
Y4 2 0 0
MR 0
Boule = 0 gMR2
—_— — 2
X 0 o MR
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Theoreme de Huygens

Ce théoreme donne Ila relation existante entre [I;(S)], matrice d'inertie du solide S au centre
de gravité G, et [I(S)], matrice d'inertie en un point Q quelconque tel que Q—G> =ax+by+czZ

_bz + c* —ab —ac -
[Io®)] =] +m| —ab  a®+c* —bc
| —ac —bc  a*+b*.

[1,(8)] = [15(S)] + m [QG?]

ATTENTION : Cette relation n’est valable qu’entre G et un autre point !!!
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Moment d’inertie autour d’'un axe

A_ROUX

Theoreme de Huygens

Remarque : Le déplacement de matrice ne s’utilise que pour pouvoir trouver la matrice d’un solide constitué
de volumes élémentaires ET/OU dans le cas ou I'on déplace en un point du solide qui reste fixe au cours

du mouvement.

Exemple :
2 2
z m(R— + h—) 0 0
4 3
R2 h2
0 m(—+ — 0
( 273 )
h 2
e 0 0 m—
X
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Moment d’inertie autour d’'un axe

Cas d’un solide complexe composé de solides elémentaires

A E 51 SS

S, (O

oo == &I
{ 1
~

Z=51+Sz—53

[Io(Z)|r=To(S1)|r+10(S2)Ir—T10(83)]r

=

Attention : Il est possible de sommer les matrices d’inertie au méme point et dans le méme repére.
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Torseur cinétique (quantités de mouvements)

Rc(S/Ry) Résultante cinétique

a(Q,S/Ry)

,
JQ_P) AV(P € S/Rg) dm(P) Moment cinétique en Q
\.S J

f JV(P € S/R,) dm(P) \
{C(S/Ry)} = { } =< °
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Torseur cinétique (quantités de mouvements)

Résultante cinétique (resultante du torseur)

RC(S/jo = Ms V(G € S/Rg)>

R:(5/Rg) ne dépend que de G, c’est un invariant vectoriel, caractéristique d'une résultante de torseur.
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Torseur cinétique (quantités de mouvements)

Moment cinéetigue (moment du torseur)

o(A,S/R,) = AB AR.(S/R,) + a(B,S/Ry)

0(Q,S/Ry) est bien un champ de moment d'un torseur.

0(Q.5/Ry) = MsQG AV(Q € S/R,) + [1o(S)](@s/r,)



AAAAAA

Moment cinéetigue (moment du torseur)

Cas particuliers :

Q fixe dans Ry ~ 6(Q,S/Ry) = [1o($)](2s/r,)

G = Q > 0(G,S/Ry) = [15(5)](Qs/r,)



A_ROUX Lycée Gustave Eiffel - BORDEAUX

Torseur cinétique (quantités de mouvements)

Moment cinéetigue (moment du torseur)

Remarques :

e Dans la plupart des calculs, nous essaierons de nous placer au point G pour des soucis
de simplification de I'expression du moment cinétique

e Dans le cas ou Q appartient au solide et est fixe, il faudra utiliser les méthodes précédentes
pour les changements de point (Théoreme de Huygens, ...)

e Sile moment cinétique doit étre déterminé en A alors que l'opérateur d’inertie est donné en Q : on calcule
le moment cinétique la ou on connait l'opérateur d’inertie, ici en Q puis on réduit le moment cinétique en A
par la relation de moment.

On obtient alors la relation générale suivante :

o(A4,S/Ry) = MsQG AV(Q € S/Ry) + [19(S)]|(2s/r,) + AQ A MsV(G € S/R,)
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