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1_ Introduction à la Cinématique 
 

Compétences attendues : 

✓ Modéliser la cinématique d’un ensemble de solides. 

✓ Caractériser le mouvement d’un repère par rapport à un autre repère. 

 

1. Introduction à la mécanique du solide indéformable 

 
1.1. Les champs disciplinaires de la mécanique du solide indéformable 

Durant les deux années de formation, seront abordés trois champs disciplinaires de la mécanique  

du solide indéformable : 

• La cinématique : Etude des mouvements des solides, indépendamment des causes  
qui les provoquent. 

• La statique : Etude des actions mécaniques qui agissent sur les solides au repos (à l’équilibre, 
en l’absence de mouvement). 

• La dynamique : Etude des relations qui existent entre les actions mécaniques appliquées  
aux solides et les mouvements qui en résultent. 

 

Notion de modélisation en mécanique 
 

L’objectif de l’ingénieur est de concevoir, analyser, améliorer ou valider un mécanisme réel  

en utilisant les théories de la mécanique. Cependant, ces lois de la mécanique ne s’appliquent  

pas directement sur le mécanisme réel, mais sur un modèle . 

Une phase préliminaire de modélisation  est donc nécessaire avant de pouvoir débuter  

toute étude de mécanique. Le choix du modèle dépendra des objectifs de l’étude et imposera  

la formulation d’hypothèses simplificatrices pour passer du système réel au système modélisé.  

Les lois de la mécanique pourront alors s’appliquer sur le modèle soit analytiquement soit à l’aide d’un 

logiciel de simulation. La pertinence des résultats obtenus dépendra étroitement  

de la pertinence des hypothèses formulées. 

 

Comportement du mécanisme réel 

Modélisation, 

formulation 

des hypothèses 

Système réel 

Objectif d’étude 

Simulation sur le modèle 

Simulation du comportement du mécanisme 

Modèle 

Validation 

Théories de la mécanique 

 



Cinématique  A_Roux 

2 
 

1.2. Solide indéformable 

On considère que les pièces mécaniques qui composent le système étudié peuvent être modélisées 

par des solides indéformables. Un solide est dit indéformable lorsque, quels que soient les points A et 

B de ce solide, la distance AB reste constante au cours du mouvement. Cette hypothèse  

sera explicite pour toutes les études qui seront menées par la suite. 

2. Les scalaires 
 

Les scalaires sont des nombres positifs, négatifs ou nul, utilisés pour représenter des quantités diverses 

: temps, température, masse, énergie, ...  

Exemples : une hauteur de 20 m, un volume de 18 m3, une puissance de 200 MW, ... 

3. Les vecteurs 
3.1. Vecteur, Vecteur libre, Vecteur lié 

Un vecteur (libre ou lié) est un élément de l’espace vectoriel ℝ3 c’est à dire qu’il peut être défini par 3 

grandeurs (3 composantes) de manière unique dans une base donnée de cet espace ℝ3. 

Exemple 1 : Si on choisit {𝑖, 𝑗, 𝑘⃗⃗} comme base de l’espace ℝ3, on peut définir complètement  

un vecteur 𝑉⃗⃗ par : 

𝑉⃗⃗ = 𝑎. 𝑖 + 𝑏. 𝑗 + 𝑐. 𝑘⃗⃗   

ou 𝑉⃗⃗ = |
𝑎
𝑏
𝑐

 (autre notation mais la définition est identique).  

Cette autre notation, s’il y a ambiguïté, doit absolument être associée à la base dans laquelle  

sont exprimées les composantes. 

𝑉⃗⃗ = |
𝑎
𝑏
𝑐 𝑖,𝑗,𝑘⃗⃗

 

Un vecteur libre n’est rattaché à aucun point de l’espace alors qu’un vecteur lié est associé  

à un point. Ils seront notés 𝑉⃗⃗ (libre) et 𝑉⃗⃗𝑝 (lié au point P). 

Exemple 2 : Si on choisit {𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧} comme base de l’espace ℝ3, attention à ne pas confondre 𝑥 et 𝑥⃗⃗ :  

𝑥 est la composante du vecteur 𝑉⃗⃗⃗ suivant la direction 𝑥⃗⃗ 

Pour le vecteur, on définit : 

• Son support. Dans l’exemple, la droite (D) = (AB). 

• Son sens. Dans l’exemple, de A vers B. 

• Sa norme. Dans l’exemple, la distance de A à B. 
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Il existe une symbolique pour représenter un vecteur perpendiculairement au papier sur lequel  

il est dessiné : 

• Le vecteur sort de la feuille : 

 

𝑉⃗⃗ 

• Le vecteur rentre dans la feuille :  −𝑉⃗⃗ 

   

3.2. Norme de vecteur 

Dans le cas où la base {𝑖, 𝑗, 𝑘⃗⃗} est orthonormée, on peut définir la norme d’un vecteur  

 𝑉⃗⃗ = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑘⃗⃗ par : 

‖𝑉⃗⃗‖ = √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐²         la norme d’un vecteur est un nombre réel. 

3.3. Base 

Une base est une combinaison de deux ou trois vecteurs linéairement indépendants respectivement 

pour les représentations planes ou de l’espace (définition simplifiée d’une base pour d’un espace 

vectoriel). On la notera par exemple : ℬ = ( 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑒𝑧⃗⃗ ⃗⃗  ) 

Une base est dite : 

• Orthogonale si :  𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥  𝑒𝑧⃗⃗ ⃗⃗  ⊥ 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗⃗ 

• Normée si : ‖𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗⃗‖ = ‖𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗⃗‖ = ‖𝑒𝑧⃗⃗ ⃗⃗ ‖=1 

• Orthonormée si elle est orthogonale et normée 

• Directe si le trièdre ( 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑒𝑧⃗⃗ ⃗⃗  ) est direct (voir astuce ci-dessous) 

 

Astuce : La base est directe si elle vérifie la règle de la main droite. 

Pour savoir si (𝑈⃗⃗⃗, 𝑉⃗⃗, 𝑊⃗⃗⃗⃗) est direct, il existe plusieurs méthodes : 

• Si le 1er   vecteur pointe vers nous, les deux autres vecteurs dans l’ordre sont dans le sens direct 

• On peut utiliser la règle des trois doigts de la main droite (aussi appelée de la vis ou du tire-

bouchon) : si on représente respectivement 𝑈⃗⃗⃗, 𝑉⃗⃗ et 𝑊⃗⃗⃗⃗ par le pouce, l’index et le majeur  
de la main droite tels que représenté sur la figure ci-dessous, alors le trièdre est direct. 

 

(  1  ,   2  ,   3  ) = (𝑈⃗⃗⃗, 𝑉⃗⃗, 𝑊⃗⃗⃗⃗) 

(𝑊⃗⃗⃗⃗, 𝑈⃗⃗⃗, 𝑉⃗⃗) 

(𝑉⃗⃗, 𝑊⃗⃗⃗⃗, 𝑈⃗⃗⃗) 
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Exemples :  (𝑈⃗⃗⃗, 𝑉⃗⃗, 𝑊⃗⃗⃗⃗) est-il direct ou non ? 

 

            Sens direct  Sens indirect  Sens direct         Sens indirect 

3.4. Opérations sur les vecteurs 
• Somme de vecteurs    

𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑎1 + 𝑎2). 𝑖 + (𝑏1 + 𝑏2). 𝑗 + (𝑐1 + 𝑐2). 𝑘⃗⃗ = |

𝑎1 + 𝑎2
𝑏1 + 𝑏2
𝑐1 + 𝑐2

 

A condition que 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ = |

𝑎1
𝑏1
𝑐1

  et  𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ = |

𝑎2
𝑏2
𝑐2

 soient exprimés dans la même base. 

Remarque : ‖𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ ‖ ≠ ‖𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ ‖ + ‖𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ ‖  

• Multiplication par un scalaire  

𝛼𝑉⃗⃗ = 𝛼. 𝑎. 𝑖 + 𝛼. 𝑏. 𝑗 + 𝛼. 𝑐. 𝑘⃗⃗ = |
𝛼. 𝑎
𝛼. 𝑏
𝛼. 𝑐

 

3.5. Produit scalaire  

Définition : 𝑽𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑽𝟐⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = ‖𝑽𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖. ‖𝑽𝟐⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖. 𝐜𝐨𝐬 (𝑽𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑽𝟐⃗⃗ ⃗⃗ ⃗). Le résultat du produit scalaire est un réel. 

Propriétés : 

• 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ . (𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑉3⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑉3⃗⃗ ⃗⃗  : distributivité par rapport à l’addition 

• 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗  : symétrie 

• Le produit scalaire est nul si : 

o 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗   ou 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗  est le vecteur nul, 

o ou si 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ .      

• Le produit scalaire est positif si   (𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ ) ∈ [−
𝜋

2
;
𝜋

2
]  

Expression analytique du produit scalaire : si  𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ = |

𝑎1
𝑏1
𝑐1

  et  𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ = |

𝑎2
𝑏2
𝑐2

 sont exprimés dans une même 

base alors 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ = ‖𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ ‖. ‖𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ ‖. cos(𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2  

Interprétation géométrique : le produit scalaire correspond au produit d’une norme  

et d’une projection.  
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𝑝 = (𝑉⃗⃗. 𝑢⃗⃗)𝑢⃗⃗ 

Remarques :  

• si ‖𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 1 alors 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗  correspond à la projection, en valeur algébrique, de 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗  
 
sur 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗  

donc si 𝑉⃗⃗ = 𝑎. 𝑖 + 𝑏. 𝑗 + 𝑐. 𝑘⃗⃗ alors 𝑉⃗⃗. 𝑖 = 𝑎 ,   𝑉⃗⃗. 𝑗 = 𝑏  𝑒𝑡  𝑉⃗⃗. 𝑘⃗⃗ = 𝑐  

• 𝑖. 𝑖 = 1 ,   𝑗. 𝑗 = 1 , 𝑘⃗⃗. 𝑘⃗⃗ = 1 , 𝑖. 𝑗 = 0 , 𝑗. 𝑘⃗⃗ = 0 , 𝑘⃗⃗. 𝑖 = 0 , 𝑉⃗⃗. 𝑉⃗⃗ = ‖𝑉 ⃗⃗⃗‖² 

 

3.6. Produit vectoriel  

 

Définition :   𝑊⃗⃗⃗⃗ = 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗   Le résultat du produit vectoriel est un vecteur défini par : 

• sa norme : ‖𝑾⃗⃗⃗⃗⃗‖ = ‖𝑽𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖. ‖𝑽𝟐⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖. 𝐬𝐢𝐧 (𝑽𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑽𝟐⃗⃗ ⃗⃗ ⃗), 

• sa direction : 𝑊⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗  et 𝑊⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗   (ou encore 𝑊⃗⃗⃗⃗. 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ = 0 et 𝑊⃗⃗⃗⃗. 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ = 0), 

• son sens : (𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑊⃗⃗⃗⃗) est direct. 

Propriétés : 

•  𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ ∧ (𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑉3⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑉3⃗⃗ ⃗⃗       distributivité par rapport à l’addition 

•  𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗                 antisymétrie 

• Le produit vectoriel est nul si : 

o 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗  ou 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗  est le vecteur nul, 

o ou si 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗  et 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗  sont colinéaires.      

Expression analytique du produit vectoriel : si  𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ = |

𝑎1
𝑏1
𝑐1

  et  𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ = |

𝑎2
𝑏2
𝑐2

  sont exprimés dans une même 

base alors 𝑉1⃗⃗ ⃗⃗ ∧  𝑉2⃗⃗ ⃗⃗ = |

𝑎1
𝑏1
𝑐1
∧ |

𝑎2
𝑏2
𝑐2
= |
𝑏1. 𝑐2 − 𝑐1. 𝑏2 
𝑐1. 𝑎2 − 𝑎1. 𝑐2
𝑎1. 𝑏2 − 𝑏1. 𝑎2

 

Remarques :   

• 𝑖 ∧ 𝑖 = 0⃗⃗ ,   𝑗 ∧ 𝑗 = 0⃗⃗ , 𝑘⃗⃗ ∧ 𝑘⃗⃗ = 0⃗⃗  

• 𝑉⃗⃗ ∧ 𝑉⃗⃗ = 0⃗⃗ 

• 𝑖 ∧ 𝑗 = 𝑘⃗⃗ , 𝑗 ∧ 𝑘⃗⃗ =  𝑖 , 𝑘⃗⃗ ∧ 𝑖 = 𝑗 dans une base orthonormée directe 
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Astuce : On retrouve vite cette relation en observant le sens direct : 

Méthode 1 : Avec le sens d’écriture 𝑖 → 𝑗 → 𝑘⃗⃗ → 𝑖 → 𝑗 → ⋯  

Attention :  En sens inverse, le vecteur résultat sera négatif.  

Méthode 2 : Avec le sens horaire ou le sens trigonométrique 

 

Double produit vectoriel  

𝑈⃗⃗⃗ ∧ (𝑉⃗⃗ ∧ 𝑊⃗⃗⃗⃗) = (𝑈⃗⃗⃗. 𝑊⃗⃗⃗⃗)𝑉⃗⃗ − (𝑈⃗⃗⃗. 𝑉⃗⃗)𝑊⃗⃗⃗⃗ 

Produit mixte  
 

Il est invariant par permutation circulaire : 

𝑈⃗⃗⃗. (𝑉⃗⃗ ∧ 𝑊⃗⃗⃗⃗) = 𝑊⃗⃗⃗⃗. (𝑈⃗⃗⃗ ∧ 𝑉⃗⃗) = 𝑉⃗⃗. (𝑊⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑈⃗⃗⃗) 

Il est nul si deux des vecteurs sont colinéaires ou si les trois vecteurs sont coplanaires. 

Signification géométrique : Le produit mixte représente le volume orienté (i.e. positif si (𝐴⃗⃗⃗, 𝐵⃗⃗⃗, 𝐶⃗⃗)  

est direct) du parallélépipède oblique engendré par ses 3 vecteurs. 

4. Référentiel 
 

Afin de définir la position des solides dans l’espace en fonction du temps on utilise un référentiel 

constitué d’un repère d’espace et d’un repère de temps. 

4.1. Le repère d’espace 

Il est constitué d’un repère orthonormé direct 𝑅(𝑂, 𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧). On distingue : 

• La base (𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧) 

• L’origine O 
 

Il est alors possible d’exprimer les coordonnées d’un point M dans ce repère. 

L’unité de distance est le mètre, l’unité d’angle est le radian. 

 

Un repère de référence est un repère d’espace lié à un solide choisi comme solide de référence. 

Le repère fixe est appelé repère absolu. En général, on considère le repère lié à la Terre comme absolu. 

Par opposition, un mouvement décrit par rapport à un autre repère (celui du solide  

par exemple) est dit mouvement relatif.  

4.2. Le repère de temps 

Il permet de mesurer le temps qui s’écoule entre deux instants. 

L’unité de mesure du temps est la seconde. 
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4.3. Paramétrage  

 À chaque solide il est possible d'attacher un référentiel. Le solide étant indéformable, on peut utiliser 

le solide comme repère. Ainsi, l'étude des mouvements du solide Sk par rapport à un solide Si (noté 

M(Sk/S)) est identique à : 

•  l'étude des mouvements du solide Sk par rapport à un repère Ri lié au solide Si  

•  l'étude des mouvements du repère Rk lié au solide Sk par rapport au solide Si  

•  l'étude des mouvements du repère Rk lié au solide Sk par rapport à un repère Ri lié au solide Si 

 

Attention : Le mouvement d'un solide dépend du référentiel dans lequel on étudie ce mouvement. 

 

Comme nous venons de le voir, la position relative de deux solides s'étudie par la position relative  

de leurs repères respectifs. Ainsi, pour positionner un solide Sk par rapport à un repère Ri  

(ou au solide Si) il est nécessaire de paramétrer la position du repère Rk par rapport au repère Ri 

En mécanique, il est usuel de considérer : 

• Les trois coordonnées du point origine du repère Rk dans le repère Ri 

• Les trois angles qui définissent l'orientation de la base du repère Rk par rapport à la base 

du repère Ri 

 

Il existe donc 6 paramètres pour positionner complètement un repère par rapport à un autre} :  

3 coordonnées, définissants 3 translations ; 3 angles, définissants 3 rotations. Une possibilité  

de mouvement (translation ou rotation) est appelée degré de liberté. Il existe donc au maximum 6 

degrés de liberté (si aucune liaison ne vient supprimer certains de ces degrés de liberté). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque : Il ne faut pas confondre orientation et position. L'orientation concerne la position 

angulaire tandis que la position concerne les distances de déplacement. 
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4.4. Les différents types de coordonnées utilisées 

Les coordonnées cartésiennes 

 

(𝑂, 𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧) repère orthonormé direct. 
La position du point M est représentée par ses 
projections orthogonales sur les 3 axes. 

𝑀 = |
𝑥
𝑦
𝑧𝑂,𝑥,𝑦⃗⃗,𝑧

 

ou encore  

𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = |
𝑥
𝑦
𝑧𝑂,𝑥,𝑦⃗⃗,𝑧

= 𝑥. 𝑥⃗ + 𝑦. 𝑦⃗ + 𝑧. 𝑧 

  

Les coordonnées polaires 

 

(𝑂, 𝑥⃗, 𝑦⃗) repère orthonormé direct. 
La position du point M est représentée par r la distance entre O 

et M et θ l’angle (𝑥, 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗). 
 

𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑟. 𝑢⃗⃗   ou 𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑟. (𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑥⃗ + 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑦⃗)    
𝑢⃗⃗ : vecteur radial 
𝑣⃗ : vecteur orthoradial 
(𝑢⃗⃗, 𝑣⃗) base orthonormée directe 

Les coordonnées cylindriques 

 

(𝑂, 𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧) repère orthonormé direct. 
La position du point M est représentée par r la distance entre 
O et M projetée dans le plan (𝑥⃗, 𝑦⃗) et θ l’angle (𝑥⃗, 𝑢⃗⃗). 
 

𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑟. 𝑢⃗⃗ + 𝑧. 𝑧 ou  𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑟. (𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑥⃗ + 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑦⃗) + 𝑧. 𝑧  
𝑢⃗⃗ : vecteur radial 
𝑣⃗ : vecteur orthoradial 
(𝑢⃗⃗, 𝑣⃗, 𝑧) base orthonormée directe 

Les coordonnées sphériques 

 

(𝑂, 𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧) repère orthonormé direct. 
La position du point M est représentée par ρ la distance 
entre O et M, θ l’angle (𝑥⃗, 𝑢⃗⃗) et 𝜑 l’angle (𝑧, 𝑒𝜌⃗⃗ ⃗⃗  ). 

 

𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝜌. 𝑒𝜌⃗⃗ ⃗⃗   

𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝜌. 𝑠𝑖𝑛𝜑. (𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑥⃗ + 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑦⃗) + 𝜌. 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑧  
 

(𝑒𝜌⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑒𝜃⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑧) base orthonormée directe 

 

Remarque  : Ces 4 systèmes de coordonnées permettent de décrire la position, la vitesse  

et l’accélération d’un point dans l’espace. Le choix de l’un ou l’autre des systèmes  

est essentiellement guidé par la complexité des calculs. On le choisira de manière  

à ce que l’expression de la grandeur cinématique soit la plus concise possible. 
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4.5. Changement de référentiel 

Position relative de deux repères 
 

En cinématique il est nécessaire de repérer les positions relatives des différents solides.  

Pour cela, on associe à chaque solide un repère. Il suffira ensuite d’étudier les mouvements relatifs de 

ces repères pour connaître le mouvement des solides.  

 

Pour définir la position du repère 𝑅1 (𝑂, 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ )  par rapport à 𝑅 (𝑂, 𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧)  il faut : 

• repérer la position de O1  par ses coordonnées dans le repère R  

• paramétrer l'orientation de R1 par rapport à R par trois angles 

 

Par convention on choisit le plus souvent de paramétrer la position de R1 par rapport à R en utilisant 

les angles d’Euler. 

Les angles d’Euler 
Afin de repérer la position angulaire relative de R1 par rapport à R, on fait coïncider les origines  

des repères en un même point A puis on effectue trois rotations successives à l’aide de trois angles 

orientés 𝜓, 𝜃 et 𝜑.  Chaque rotation introduit un repère intermédiaire. 

 

Il est très difficile de se repérer et d’effectuer des projections  

sur une figure représentant dans l’espace les différents repères.  

On introduit alors des figures planes de changement de base  

(ou figures géométrales) afin de visualiser dans le plan chacune 

des rotations.  
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Les figures planes de changement de base 
 

La maîtrise de la construction et de la lecture de ces figures est indispensable à la résolution  

des problèmes de mécanique. 

La réalisation des figures de projection ou figure plane est une étape préalable indispensable à toute 

étude de mécanique du solide. Elles font apparaître les paramètres de relation entre les différentes 

bases associées à un système mécanique.   

Le nombre de figures planes correspond au nombre de changements de base ainsi qu’au nombre 

d’angles du paramétrage. Chaque angle considéré est orienté.  

Pour effectuer correctement une figure de changement de base, il faut impérativement respecter  

les règles suivantes afin de pouvoir effectuer correctement les projections : 

On dessine le premier repère en plaçant  
le vecteur autour duquel se fait la rotation 
(vecteur commun aux deux repères) 
perpendiculaire à la feuille et pointant vers 
vous en s’assurant que la base est directe. 
 

 
On dessine ensuite le second repère en faisant 
apparaître l’angle orienté représenté  
à environ 15° et en respectant l’orientation de 
l’angle. (De quel axe part-il ? Sur quel axe 
arrive-t-il ?) 
L’angle doit toujours être orienté  
dans le sens direct sur la figure. 
 
Ici 𝜓 = (𝑥⃗, 𝑢⃗⃗) = (𝑦⃗, 𝑣⃗), cette orientation  
doit être vérifiée sur la figure.  

Remarque : Les textes des énoncés nous donnent des informations. Mais nous ne tiendrons JAMAIS 
COMPTE du schéma réalisé dans une position particulière ni de la valeur algébrique des angles (120°, 
-36°, 85°…).  
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Effectuer les projections 

 

Exemple  : Exprimer le vecteur 𝑢⃗⃗ dans la base 𝑅 (𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧)  

 

Exprimer le vecteur 𝑢⃗⃗ dans la base R revient à trouver les coefficients a et b tels que   𝑢⃗⃗ = 𝑎. 𝑥⃗ + 𝑏. 𝑦⃗ 

a est la projection de 𝑢⃗⃗ sur 𝑥⃗ et b la projection de 𝑢⃗⃗ sur𝑦⃗. 

Dans le triangle ABC, 𝑐𝑜𝑠𝜓 =
|𝑎|

‖𝑢⃗⃗⃗‖
  et 𝑠𝑖𝑛𝜓 =

|𝑏|

‖𝑢⃗⃗⃗‖
 donc |𝑎| = 𝑐𝑜𝑠𝜓 et |𝑏| = 𝑠𝑖𝑛𝜓  puisque ‖𝑢⃗⃗‖ = 1. 

En ce qui concerne les signes : 

• la projection de 𝑢⃗⃗ sur 𝑥⃗ est dans le même sens que 𝑥⃗ donc 𝑎 ≥ 0, 

• la projection de 𝑢⃗⃗ sur 𝑦⃗ est dans le même sens que 𝑦⃗ donc 𝑏 ≥ 0. 
 

Donc au final : 𝒖⃗⃗⃗ = 𝒄𝒐𝒔𝝍. 𝒙⃗⃗⃗ + 𝒔𝒊𝒏𝝍. 𝒚⃗⃗⃗ 

Exemple : Exprimer le vecteur 𝑣⃗ dans la base 𝑅 (𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧). 

 

Exprimer le vecteur 𝑣⃗ dans la base R revient à trouver les coefficients c et d tels que 𝑣 = 𝑐. 𝑥⃗ + 𝑑. 𝑦⃗  

C’est la projection de 𝑣⃗ sur 𝑥⃗ et d la projection de 𝑣⃗ sur 𝑦⃗. 

Dans le triangle ADE, 𝑐𝑜𝑠𝜓 =
|𝑑|

‖𝑣⃗⃗‖
  et 𝑠𝑖𝑛𝜓 =

|𝑐|

‖𝑣⃗⃗‖
 donc |𝑑| = 𝑐𝑜𝑠𝜓 et |𝑐| = 𝑠𝑖𝑛𝜓  puisque ‖𝑣⃗‖ = 1 

En ce qui concerne les signes : 

• la projection de 𝑣⃗ sur 𝑥⃗ est dans le sens opposé à 𝑥⃗ donc 𝑐 ≤ 0, 

• la projection de 𝑣⃗ sur 𝑦⃗ est dans le même sens que𝑦⃗ donc 𝑑 ≥ 0. 
 

Donc au final : 𝒗⃗⃗⃗ = −𝒔𝒊𝒏𝝍. 𝒙⃗⃗⃗ + 𝒄𝒐𝒔𝝍. 𝒚⃗⃗⃗  
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Exprimer un vecteur dans une autre base  

Exemple  : Un vecteur 𝐹⃗ est exprimé dans la base 𝑅𝑢 sous la forme 𝐹⃗ = (

𝛼
𝛽
𝛾
)

𝑅𝑢

= 𝛼. 𝑢⃗⃗ + 𝛽. 𝑣⃗ + 𝛾. 𝑧 

Si l’on souhaite l’exprimer les composantes de 𝐹⃗ dans la base R, on peut écrire : 

𝐹⃗ = 𝛼. (𝑐𝑜𝑠𝜓. 𝑥⃗ + 𝑠𝑖𝑛𝜓. 𝑦⃗) + 𝛽. (−𝑠𝑖𝑛𝜓. 𝑥⃗ + 𝑐𝑜𝑠𝜓. 𝑦⃗) + 𝛾. 𝑧 ou encore 𝐹⃗ = (
𝛼. 𝑐𝑜𝑠𝜓 − 𝛽. 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝛼. 𝑠𝑖𝑛𝜓 + 𝛽. 𝑐𝑜𝑠𝜓

𝛾
)

𝑅

   

 

4.6. Calculs entre des vecteurs de base 

Pour déterminer un produit scalaire ou un produit vectoriel, 3 cas sont envisageables : 

 

Calculs entre des vecteurs de 

base 
Exemples pour le 
produit scalaire 

Exemples pour le produit vectoriel 

1er cas : les deux vecteurs sont 

exprimés dans la même base 

 

𝑥⃗. 𝑦⃗⃗ = 0

𝑦⃗⃗. 𝑧⃗ = 0

𝑧⃗. 𝑥⃗ = 0

 

𝑥⃗. 𝑥⃗ = 1

𝑦⃗⃗. 𝑦⃗⃗ = 1

𝑧⃗. 𝑧⃗ = 1

 

L’ordre des vecteurs dans une base directe est : 

𝑥⃗, 𝑦⃗⃗, 𝑧⃗, 𝑥⃗, 𝑦⃗⃗, 𝑧⃗, 𝑥⃗, …   

Sens direct :                                Sens indirect : 

𝑥⃗∧𝑦⃗⃗ = 𝑧⃗

𝑦⃗⃗
∧
𝑧⃗ = 𝑥⃗

𝑧⃗∧𝑥⃗ = 𝑦⃗⃗

                                    

𝑦⃗⃗
∧
𝑥⃗ = −𝑧⃗

𝑧⃗∧ 𝑦⃗⃗ = −𝑥⃗

𝑥⃗∧𝑧⃗ = −𝑦⃗⃗

 

𝑥⃗∧𝑥⃗ = 𝑦⃗⃗∧𝑦⃗⃗ = 𝑧⃗∧𝑧⃗ = 0 

2ème cas : les 2 vecteurs sont 
définis dans la même figure 
plane : 
 

x0

y0

z0=z1

x1

y1

α

 

 

𝑥0⃗⃗⃗⃗ . 𝑥1⃗⃗⃗⃗ = 𝑥1⃗⃗⃗⃗ . 𝑥0⃗⃗⃗⃗

= cos 𝛼 

𝑦
0
⃗⃗⃗⃗ . 𝑦

1
⃗⃗⃗⃗

= y
1
⃗⃗⃗⃗ . y

0
⃗⃗⃗⃗ = cos 𝛼 

𝑥0⃗⃗⃗⃗ . 𝑦1⃗⃗⃗⃗ = cos (
𝜋

2
+ 𝛼)

= −sin 𝛼

 

𝑦
0
⃗⃗⃗⃗ . 𝑥1⃗⃗⃗⃗ = cos (

𝜋

2
− 𝛼)

= + sin 𝛼

 

signe= 3 norme2 vecteur1
 

𝑥0⃗⃗⃗⃗ ∧𝑥1⃗⃗⃗⃗ = +|sin 𝛼|. 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗

= sin 𝛼 . 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗

            𝑦
0
⃗⃗⃗⃗
∧
𝑦
1
⃗⃗⃗⃗ = +|sin 𝛼| . 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗

= sin 𝛼 . 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗

 

𝑥1⃗⃗⃗⃗ ∧𝑥0⃗⃗⃗⃗ = −|sin 𝛼|. 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗

= − sin 𝛼 . 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗

             𝑦
1
⃗⃗⃗⃗
∧
𝑦
0
⃗⃗⃗⃗ = −|sin 𝛼|. 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗

= − sin 𝛼 . 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗

 

𝑥0⃗⃗⃗⃗ ∧𝑦1⃗⃗⃗⃗ = + |sin (
𝜋

2
+ 𝛼)| . 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗ = cos 𝛼 . 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗ 

𝑦
0
⃗⃗⃗⃗
∧
𝑥1⃗⃗⃗⃗ = − |sin (−

𝜋

2
+ 𝛼)| . 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗ = − cos 𝛼 . 𝑧0⃗⃗⃗ ⃗ 

NB : la simplification de |   | ne se fait pour l’angle 𝛼 petit et > 0 
mais le résultat du produit vectoriel demeure correct ∀𝛼. 

3ème cas : les vecteurs ne sont : 
• ni exprimés dans la même 

base 

• ni définis dans la même 
figure plane 

Il est nécessaire de projeter un des 2 vecteurs pour se rapporter à un des 2 cas précédents. 

NB : C’est la SEULE et UNIQUE situation où il est nécessaire d’effectuer des projections  
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5. Dérivation d’un vecteur mobile par rapport à un repère 𝑅(O, 𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧)  
5.1. Notion de dérivation par rapport à un repère 

Considérons un repère fixe R et un repère R1 en mouvement par rapport au repère R. 

 

 

Considérons le vecteur 𝑈1⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑎. 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑏. 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑐. 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ , ou 𝑎, 𝑏 et 𝑐 sont des constantes. 

Pour dériver ce vecteur par rapport au temps, il faudra tenir compte de deux paramètres : 

• la variation de ces composantes en fonction du temps 

• la variation par rapport au temps des vecteurs de la base dans laquelle il est exprimé 

 

Pour un observateur placé sur 𝑅1, ce vecteur est constant et ne varie pas au cours du temps.  

𝑈1⃗⃗ ⃗⃗⃗ est un vecteur fixe de 𝑅1. La dérivée par rapport au temps du vecteur 𝑈1⃗⃗ ⃗⃗⃗ par rapport au repère 𝑅1  

est donc nulle : [ 𝑑
𝑑𝑡
𝑈⃗⃗⃗1]

𝑅1
= 0⃗⃗ 

Pour un observateur placé sur 𝑅, ce vecteur n’est pas fixe puisqu’il se déplace avec le repère 𝑅1. 

Le vecteur 𝑈1⃗⃗ ⃗⃗⃗ est un vecteur mobile par rapport au repère 𝑅. La dérivée par rapport au temps  

du vecteur 𝑈1⃗⃗ ⃗⃗⃗ par rapport au repère 𝑅 ne sera pas nulle : [ 𝑑
𝑑𝑡
𝑈1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ]

𝑅
≠ 0⃗⃗. 

Conséquence  : La dérivée d’un vecteur dépend du repère de dérivation qui devra systématiquement 

être spécifié. 

 

5.2. Les coordonnées du vecteur sont exprimées dans le repère de dérivation 

𝑅(𝑂, 𝑥⃗, 𝑦⃗⃗, 𝑧⃗) 

Soit le vecteur 𝑈⃗⃗⃗ de coordonnées (

𝑎(𝑡)
𝑏(𝑡)
𝑐(𝑡)

)

𝑅

 ou 𝑈⃗⃗⃗ = 𝑎(𝑡). 𝑥⃗ + 𝑏(𝑡). 𝑦⃗ + 𝑐(𝑡). 𝑧 

On calcul la dérivée de 𝑈⃗⃗⃗ dans le cas général en utilisant la propriété de dérivation d’un produit  

de fonction. 

[
𝑑

𝑑𝑡
𝑈⃗⃗⃗]
𝑅
= 𝑎̇(𝑡). 𝑥⃗ + 𝑏̇(𝑡). 𝑦⃗ + 𝑐̇(𝑡). 𝑧 + 𝑎(𝑡). [

𝑑

𝑑𝑡
𝑥⃗]
𝑅
+ 𝑏(𝑡). [

𝑑

𝑑𝑡
𝑦⃗⃗]
𝑅
+ 𝑐(𝑡). [

𝑑

𝑑𝑡
𝑧]
𝑅
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Or [ 𝑑
𝑑𝑡
𝑥⃗]
𝑅
= [ 𝑑

𝑑𝑡
𝑦⃗⃗]
𝑅
= [ 𝑑

𝑑𝑡
𝑧]
𝑅
= 0⃗⃗, car 𝑥⃗, 𝑦⃗ et 𝑧 sont des vecteurs fixes de 𝑅. 

[
𝑑

𝑑𝑡
𝑈⃗⃗⃗]
𝑅
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑎(𝑡). 𝑥⃗ +

𝑑

𝑑𝑡
𝑏(𝑡). 𝑦⃗ +

𝑑

𝑑𝑡
𝑐(𝑡). 𝑧 = 𝑎̇(𝑡). 𝑥⃗ + 𝑏̇(𝑡). 𝑦⃗ + 𝑐̇(𝑡). 𝑧 

Conséquence  : Si les coordonnées d’un vecteur sont exprimées dans le repère de dérivation,  

il suffit de dériver les composantes du vecteur pour obtenir la dérivée de ce vecteur. 

5.3. Les coordonnées du vecteur sont exprimées dans un autre repère  

que le repère de dérivation 𝑅(𝑂, 𝑥⃗, 𝑦⃗⃗, 𝑧⃗) 

Soit le vecteur 𝑈1⃗⃗ ⃗⃗⃗ de coordonnées  (

𝑎1(𝑡)
𝑏1(𝑡)
𝑐1(𝑡)

)

𝑅1

dans le repère 𝑅1 (𝑂, 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ )  

ou 𝑈1⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑎1(𝑡). 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1(𝑡). 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑐1(𝑡). 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗  

[
𝑑

𝑑𝑡
𝑈1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ]

𝑅
= 𝑎̇1(𝑡). 𝑥1⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑏̇1(𝑡). 𝑦1⃗⃗⃗⃗ + 𝑐̇1(𝑡). 𝑧1⃗⃗⃗ ⃗⏟                

 

[ 𝑑
𝑑𝑡
𝑈1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗]

𝑅1

+ 𝑎1(𝑡). [
𝑑

𝑑𝑡
𝑥1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗]

𝑅
+ 𝑏1(𝑡). [

𝑑

𝑑𝑡
𝑦1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗]

𝑅
+ 𝑐1(𝑡). [

𝑑

𝑑𝑡
𝑧1⃗⃗⃗⃗⃗]

𝑅⏟                          
 

𝑉⃗⃗

 

 

On calcule le vecteur 𝑉⃗⃗ dans le cas particulier où la position du repère R1 par rapport au repère R  
est définie par le seul angle α (Rotation autour de l’axe 𝑧 = 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ ). 

 
• 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑐𝑜𝑠𝛼. 𝑥⃗ + 𝑠𝑖𝑛𝛼. 𝑦⃗ 
• 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑠𝑖𝑛𝛼. 𝑥⃗ + 𝑐𝑜𝑠𝛼. 𝑦⃗ 
• 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑧 

 
On dérive chaque vecteur unitaire du repère R1 : 

{
 
 

 
 [

𝑑

𝑑𝑡
𝑥1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗]

𝑅
= [

𝑑

𝑑𝛼
𝑥1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗]

𝑅

𝑑

𝑑𝑡
𝛼 = (−𝑠𝑖𝑛𝛼. 𝑥⃗ + 𝑐𝑜𝑠𝛼. 𝑦⃗)𝛼̇ = 𝛼̇. 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛼̇. 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗

[
𝑑

𝑑𝑡
𝑦1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗]

𝑅
= [

𝑑

𝑑𝛼
𝑦1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗]

𝑅

𝑑

𝑑𝑡
𝛼 = (−𝑐𝑜𝑠𝛼. 𝑥⃗ − 𝑠𝑖𝑛𝛼. 𝑦⃗)𝛼̇ = −𝛼̇. 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛼̇. 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗

[
𝑑

𝑑𝑡
𝑧1⃗⃗⃗⃗⃗]

𝑅
= 0⃗⃗ = 𝛼̇. 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗

 

 
 

 

d'où   𝑉⃗⃗ = 𝑎1(𝑡). 𝛼̇. 𝑧 ∧ 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1(𝑡). 𝛼̇. 𝑧 ∧ 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑐1(𝑡). 𝛼̇. 𝑧 ∧ 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗  
 

ou encore 𝑉⃗⃗ = 𝛼̇. 𝑧 ∧ (𝑎1(𝑡). 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1(𝑡). 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑐1(𝑡). 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ )  
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Définition : On appelle vecteur vitesse instantanée de rotation de R1 par rapport à R0 le vecteur 

Ω𝑅1/𝑅0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼̇. 𝑧 

 

On peut donc exprimer [ 𝑑
𝑑𝑡
𝑈1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ]

𝑅1
 en utilisant le vecteur Ω𝑅1/𝑅0

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 

[
𝒅

𝒅𝒕
𝑼𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ]

𝑹𝟎
= [

𝒅

𝒅𝒕
𝑼𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ]

𝑹𝟏
+ 𝛀𝑹𝟏/𝑹𝟎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑼𝟏⃗⃗⃗⃗⃗ 

(Formule de la base mobile) 
 

L’utilisation de cette formule est indispensable à la manipulation de la dérivation vectorielle. 
 

Généralisation  : Si la position de R1 par rapport à R est paramétrée par plusieurs angles,  

Ω𝑅1/𝑅
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜓̇. 𝑧 + 𝜃̇. 𝑢⃗⃗ + 𝜑̇. 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ ,  cette formule se généralise. 

 

 

6. Vecteur vitesse instantanée de rotation 
6.1. Définition 

Considérons le mouvement de rotation d’un pignon par rapport l’axe 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑧2⃗⃗ ⃗⃗ . Le pignon est solidaire 

du repère 2. Le paramètre angulaire permettant de repérer le repère 2 par rapport 1 est noté 𝜃12. 

 

12 

1z


= 2z


 

1x


 

 

1y


 

2y


 

2x


 

 

Sens de rotation 

12 / RR  

12 

1z


= 2z


 

1x


 

 

1y


 

2y


 

2x


 

 

Cas 1 

Cas 2 

Sens de rotation 
12 / RR  

 

Définition : Le vecteur vitesse instantanée de rotation de R2 par rapport à R1 est défini par : 

 𝛀𝑹𝟐/𝑹𝟏
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜽̇𝟏𝟐. 𝒛𝟏⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝜽̇𝟏𝟐. 𝒛𝟐⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝜽̇𝟏𝟐. 𝒛𝟏𝟐⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

• Sa direction donne l’axe autour duquel R2 tourne autour de R1. 

• Sa norme donne l’amplitude de la vitesse angulaire avec laquelle se fait cette rotation. 

• (unité : rad/s). 

• Son sens donne le sens dans lequel se fait cette rotation. 

 

Antisymétrie : 

𝛀𝑹𝟐/𝑹𝟏
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = − 𝛀𝑹𝟏/𝑹𝟐

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
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Composition des vecteurs vitesse instantanée de rotation : 

Soit deux vecteurs vitesse instantanée  

de rotation Ω𝑅1/𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜓̇. 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗  et Ω𝑅2/𝑅1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

𝜃̇. 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗. 
 

 

 

z


=
1z


 

1y


 y


 

1x


 

 
 

1z


 

1y


 

2z


 

2y


 

1x


= 2x


 
x


 

  
 

On montre que : 

𝛀𝑹𝟐/𝑹
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛀𝑹𝟐/𝑹𝟏

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛀𝑹𝟏/𝑹
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   soit  𝛀𝑹𝟐/𝑹

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜽̇. 𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝝍̇. 𝒛𝟏⃗⃗⃗⃗⃗  
Remarque : Nous reviendrons sur ce point dans le cours sur la composition des mouvements 

 

 

7. Cinématique du point 
7.1. Trajectoire du point M par rapport à un repère R 

Le point M est défini par ses coordonnées dans le repère R : 𝑀(
𝑎(𝑡)
𝑏(𝑡)
𝑐(𝑡)
)
𝑅

 

ou encore 𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑎(𝑡). 𝑥⃗ + 𝑏(𝑡). 𝑦⃗ + 𝑐(𝑡). 𝑧  

Le lieu de l’espace décrit par M quand t varie est la trajectoire  (C) du point M. 

 

x


x 

z


x 
y


x O 

M 

(C) 

 

Exemple : On peut tracer la trajectoire d'un point A de la roue de la Ferrari rouge dans le mouvement 

de la carrosserie par rapport au sol : le point A accroché à la roue est coïncident au point A accroché à 

la carrosserie à un instant t1. Ce ne sera plus forcément le cas à un instant ultérieur t2> t1. 

 

Étudions trois points : 

• A, point de contact entre la roue (1) et le sol (0) à l'instant initial 

• B, sur l'axe de la roue (1) 

• C, un point de la carrosserie (2) 
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La carrosserie (2) de la Ferrari rouge est en mouvement de translation rectiligne par rapport au sol (0), 

dans la direction y0. 

De ce point de vue, les points A, B et C suivent les trajectoires suivantes : 

• TA ϵ 2/0 : segment de la droite (A, y0) 

• TB ϵ 2/0: segment de la droite (B, y0) 

• TC ϵ 2/0: segment de la droite (C, y0) 

La roue (1) de la Ferrari rouge est en mouvement de rotation d'axe (B, x0) par rapport à la carrosserie 

(2). 

De ce point de vue, les points A et B suivent les trajectoires suivantes : 

•  TA ϵ 1/2: cercle de centre B et de rayon [AB] 

•  TB ϵ 1/2 : point B 

La roue (1) de la Ferrari rouge est également en mouvement par rapport au sol (0). 

De ce point de vue, les points A et B suivent les trajectoires suivantes : 

•  TA ϵ 1/0: cycloïde 

•  TBϵ 1/0: segment de la droite (B, y0) 

 

Remarque : Les points A lié à la roue (1) et A lié à la carrosserie (2) sont en coïncidence aux instants 

précis t1 et t2. 

Les points B lié à la roue (1) et B lié à la carrosserie (2) sont constamment en coïncidence entre  

les instants t1 et t2. 

 

Position du point M par rapport à R (unité m) 
 

A chaque instant, la position du point M est donnée par la connaissance du vecteur position 

𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒂(𝒕). 𝒙⃗⃗⃗ + 𝒃(𝒕). 𝒚⃗⃗⃗ + 𝒄(𝒕). 𝒛⃗⃗ =(
𝒂(𝒕)
𝒃(𝒕)
𝒄(𝒕)
)
𝑹

 

O doit être un point fixe de R. 
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Vecteur vitesse du point M par rapport au repère R (unité: m/s) 
 

A chaque instant, la vitesse du point M par rapport au repère R est donnée par la connaissance  

du vecteur vitesse 𝑉𝑀/𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  défini par : 

𝑽𝑴/𝑹⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = [
𝒅
𝒅𝒕
𝑶𝑴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗]

𝑹
 

 
O doit être un point fixe de R. 

 

x


x 

z


x 
y


x O 

M 

(C) 

/M RV  

 
 

Propriété : Le vecteur vitesse 𝑉𝑀/𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
 
est tangent à la trajectoire (C) du point M par rapport à R. 

 

Exemples de conditions d’appartenance : 

 

 

"𝑀 ∈ 4"  ↔  − 

"𝑀 ∈ 3"  ↔  "𝛾 = 𝑐𝑠𝑡𝑒" 

"𝑀 ∈ 2"  ↔  "𝛾 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 𝑒𝑡 𝛽 = 𝑐𝑠𝑡𝑒" 

"𝑀 ∈ 1"  ↔  "𝛾 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 𝑒𝑡 𝛽 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 𝑒𝑡 𝜆 = 𝑐𝑠𝑡𝑒" 

 

7.2. Vecteur accélération du point M par rapport au repère R (unité : m/s²) 

 

A chaque instant, l’accélération du point M par rapport au repère R est donnée par la connaissance du 

vecteur accélération Γ𝑀/𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  défini par : 

𝚪𝑴/𝑹⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = [
𝒅

𝒅𝒕
𝑽𝑴/𝑹⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ]

𝑹
= [

𝒅²

𝒅𝒕²
𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ]

𝑹
 

O doit être un point fixe de R. 
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7.3. Exemple 1 : La machine à laver 

Dans le but de dimensionner le tambour d’une machine à laver le linge, le calcul de la vitesse 

circonférentiel est à effectuer. On considère que le rayon du tambour 𝑅 est 25 cm et que la machine 

tourne à une vitesse de rotation constante de 1 200 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛. On cherche donc à déterminer  

la vitesse 𝑉(𝑃 ∈ 𝑆1/ℛ0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   et l’accélération 𝛤(𝑃 ∈ 𝑆1 ℛ⁄ 0)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ relativement au paramétrage proposé  

sur la figure ci-dessous. 

On pose : 

{

ℛ1 = (𝑂1, 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗ ) le repère associé à 𝑆1
𝛼 = (𝑥0⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗)

𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑎. 𝑦0⃗⃗⃗⃗⃗    et   𝑂1𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑅. 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗   avec 𝑅 et 𝑎  constantes.

 

 

Par définition :  𝑉(𝑃 ∈ 𝑆1/ℛ0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑑𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

𝑑𝑡
|
ℛ0

 

 

⟹  𝑉(𝑃 ∈ 𝑆1/ℛ0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑑𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗

𝑑𝑡
|
ℛ0

+
𝑑𝑂1𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝑑𝑡
|
ℛ0

=
𝑑𝑎. 𝑦0⃗⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡
|
ℛ0

+
𝑑𝑅. 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡
|
ℛ0

= 0⃗⃗ + [
𝑑𝑅. 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡
|
ℛ1

+ Ωℛ1 ℛ0⁄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑡)∧𝑅. 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗]         car 𝑎 = 𝑐𝑠𝑡𝑒   et  𝑦0⃗⃗⃗⃗⃗  fixe dans ℛ0

= 0⃗⃗ + [0⃗⃗ + 𝛼̇. z0⃗⃗ ⃗⃗ (𝑡)∧𝑅. 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗]                             car 𝑅 = 𝑐𝑠𝑡𝑒   et  𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗  fixe dans ℛ1

 

Ainsi : 𝑉(𝑃 ∈ 𝑆1/ℛ0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑅𝛼̇. 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗        AN : ‖𝑉(𝑃 ∈ 𝑆1/ℛ0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 0,25.1200.
2𝜋

60
= 31,4 𝑚/𝑠  

Par définition :   𝛤(𝑃 ∈ 𝑆1 ℛ⁄ 0)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =

𝑑𝑉(𝑃 ∈ 𝑆1/ℛ)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝑑𝑡
|

ℛ0

 

⟹  𝛤(𝑃 ∈ 𝑆1 ℛ⁄ 0)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗=

𝑑𝑅𝛼̇𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡
|
ℛ0

=
𝑑𝑅𝛼̇

𝑑𝑡
|
ℛ0

. 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑅𝛼̇
𝑑𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡
|
ℛ0

= 𝑅𝛼̈. 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑅𝛼̇ [
𝑑𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡
|
ℛ1

+Ωℛ1 ℛ0⁄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑡)∧𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗]       

= 0⃗⃗ + 𝑅𝛼̇[0⃗⃗ + 𝛼̇. z0⃗⃗ ⃗⃗ (𝑡)∧𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗]                             car 𝛼̇ = 𝑐𝑠𝑡𝑒   et  𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗  fixe dans ℛ1

 

Ainsi : 𝛤(𝑃 ∈ 𝑆1 ℛ⁄ 0)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = −𝑅𝛼̇2. 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗        AN : ‖𝛤(𝑃 ∈ 𝑆1 ℛ⁄ 0

)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 0,25. (1200.
2𝜋

60
)
2

= 3.95.103 𝑚/𝑠2  
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7.4. Exemple 2 : Le manège 

Le manège pieuvre est fréquemment rencontré dans les fêtes foraines. Il produit des sensations  

par son mouvement qui produit de fortes accélérations. Nous allons étudier la vitesse  

et l'accélération des sièges M de ce manège. Soient : 

• le centre de rotation principal 

• (𝑥1,⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑦1 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) une base accrochée au bras principale 1, en rotation d'angle θ1 par rapport à une base 

(𝑥0,⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑦0 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) fixe par rapport au sol 

• (𝑥2,⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑦2 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) un repère accroché au bras secondaire 2 en rotation d'angle θ2 par rapport au bras 1 

 

Les figures de projection sont : 

 

On peut alors écrire : 

•  sa position :  

𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑶𝑶𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑶𝟏𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑹𝟏. 𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑹𝟐. 𝒙𝟐⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

• sa vitesse : 

𝑽𝑴∈𝟐/𝟎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝒅𝑶𝑴(𝒕)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝒅𝒕
|

𝑹𝟎

= 𝑹𝟏.
𝒅𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗

𝒅𝒕
|
𝑹𝟎

+ 𝑹𝟐.
𝒅𝒙𝟐⃗⃗⃗⃗⃗

𝒅𝒕
|
𝑹𝟎

 

• son accélération : 

𝚪𝑴∈𝟐/𝟎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
𝒅²𝑶𝑴(𝒕)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝒅𝒕²
|

𝑹𝟎

= 𝑹𝟏.
𝒅²𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗

𝒅𝒕²
|
𝑹𝟎

+ 𝑹𝟐.
𝒅²𝒙𝟐⃗⃗⃗⃗⃗

𝒅𝒕²
|
𝑹𝟎

 

Or  

𝒅𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗

𝒅𝒕
|
𝑹𝟎

=
𝒅𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗

𝒅𝒕
|
𝑹𝟏

+𝛀𝓡𝟏 𝓡𝟎⁄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∧ 𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗  𝒂𝒗𝒆𝒄  𝛀𝓡𝟏 𝓡𝟎⁄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
𝒅𝜽𝟏
𝒅𝒕

. 𝒛𝟏⃗⃗⃗⃗⃗ 

Et 

𝒅𝒙𝟐⃗⃗⃗⃗⃗

𝒅𝒕
|
𝑹𝟎

=
𝒅𝒙𝟐⃗⃗⃗⃗⃗

𝒅𝒕
|
𝑹𝟐

+𝛀𝓡𝟐 𝓡𝟎⁄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∧ 𝒙𝟐⃗⃗⃗⃗⃗  𝒂𝒗𝒆𝒄  𝛀𝓡𝟐 𝓡𝟎⁄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (𝜽𝟏̇ + 𝜽𝟐̇). 𝒛𝟏⃗⃗⃗⃗⃗ 

Comme 

𝒅𝒙𝟐⃗⃗⃗⃗⃗

𝒅𝒕
|
𝑹𝟐

=
𝒅𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗

𝒅𝒕
|
𝑹𝟏

= 𝟎⃗⃗⃗ 

On obtient pour la vitesse : 

𝑽𝑴∈𝟐/𝟎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑹𝟏. ( 𝛀𝓡𝟏 𝓡𝟎⁄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∧ 𝒙𝟏⃗⃗⃗⃗⃗) + 𝑹𝟐. ( 𝛀𝓡𝟐 𝓡𝟎⁄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∧ 𝒙𝟐⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝑹𝟏. 𝜽𝟏̇. 𝒚𝟏⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑹𝟐. (𝜽𝟏̇ + 𝜽𝟐̇). 𝒚𝟐⃗⃗ ⃗⃗⃗ 


