Cinématique A_Roux

1 Introduction a la Cinématique

Compétences attendues :

v" Modéliser la cinématique d’'un ensemble de solides.
v’ Caractériser le mouvement d’un repére par rapport a un autre repeére.

1. Introduction a la mécanique du solide indéformable

1.1. Les champs disciplinaires de la mécanique du solide indéformable

Durant les deux années de formation, seront abordés trois champs disciplinaires de la mécanique
du solide indéformable :

e La cinématique: Etude des mouvements des solides, indépendamment des causes
qui les provoquent.

e lastatique : Etude des actions mécaniques qui agissent sur les solides au repos (a I'équilibre,
en I'absence de mouvement).

e La dynamique : Etude des relations qui existent entre les actions mécaniques appliquées
aux solides et les mouvements qui en résultent.

Notion de modélisation en mécanique

L'objectif de lingénieur est de concevoir, analyser, améliorer ou valider un mécanisme réel
en utilisant les théories de la mécanique. Cependant, ces lois de la mécanique ne s’appliquent
pas directement sur le mécanisme réel, mais sur un modele.

Une phase préliminaire de modélisation est donc nécessaire avant de pouvoir débuter
toute étude de mécanique. Le choix du modele dépendra des objectifs de I'étude et imposera
la formulation d’hypotheses simplificatrices pour passer du systeme réel au systéme modélisé.
Les lois de la mécanique pourront alors s’appliquer sur le modéle soit analytiquement soit a I'aide d’un
logiciel de simulation. La pertinence des résultats obtenus dépendra étroitement
de la pertinence des hypothéses formulées.

Comportement du mécanisme réel

Objectif d’¢tudg

Modélisation,
formulation
des hypothéses

Validation

Modele

Simulation sur le modéle
Simulation du comportement du mécanisme

[ Théories de la mécanique
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1.2.Solide indéformable

On considere que les piéces mécaniques qui composent le systeme étudié peuvent étre modélisées
par des solides indéformables. Un solide est dit indéformable lorsque, quels gue soient les points A et
B de ce solide, la distance AB reste constante au cours du mouvement. Cette hypothese
sera explicite pour toutes les études qui seront menées par la suite.

2. Les scalaires

Les scalaires sont des nombres positifs, négatifs ou nul, utilisés pour représenter des quantités diverses
: temps, température, masse, énergie, ...

Exemples : une hauteur de 20 m, un volume de 18 m?, une puissance de 200 MW, ...

3. Les vecteurs
3.1. Vecteur, Vecteur libre, Vecteur lié

Un vecteur (libre ou lié) est un élément de I'espace vectoriel R3 c’est a dire qu’il peut étre défini par 3
grandeurs (3 composantes) de maniére unique dans une base donnée de cet espace R3.

Exemple 1: Si on choisit {?,j’, E} comme base de I'espace R3, on peut définir complétement

un vecteur V par:

V=al+bj+ck

a

ouV =|b (autre notation mais la définition est identique).
c

Cette autre notation, s’il y a ambiguité, doit absolument étre associée a la base dans laquelle
sont exprimées les composantes.

<!
I
S Q

Cijk
Un vecteur libre n’est rattaché a aucun point de I'espace alors qu’un vecteur lié est associé
- -
a un point. lls seront notés V (libre) et 1, (lié au point P).
Exemple 2 : Si on choisit {X, ¥, Z} comme base de I'espace R3, attention a ne pas confondre x et X:
x est la composante du vecteur V suivant la direction x

Pour le vecteur, on définit :

e Son support. Dans I'exemple, la droite (D) = (AB).
e Son sens. Dans I'exemple, de A vers B.
e Sanorme. Dans I'exemple, la distance de A a B.
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Il existe une symbolique pour représenter un vecteur perpendiculairement au papier sur lequel

il est dessiné :
e Levecteur sort de la feuille : @ v
e Levecteurrentre dans la feuille : ® -V

3.2.Norme de vecteur

Dans le cas ou la base {T,f,l_c)} est orthonormée, on peut définir la norme d'un vecteur
V = ai+ bj + ck par:

||V|| =+ a2+ b2+ la norme d’un vecteur est un nombre réel.

3.3. Base

Une base est une combinaison de deux ou trois vecteurs linéairement indépendants respectivement
pour les représentations planes ou de I'espace (définition simplifiée d’une base pour d’un espace
vectoriel). On la notera par exemple : B = ( ey, ey, e, )

Une base est dite :

e Orthogonalesi: ey Le, L e, Le,
, . — — RN
e Norméesi: |lex]| = leyll = [le][=1
e Orthonormée si elle est orthogonale et normée
e Directe sile triedre (e, ey, e, ) est direct (voir astuce ci-dessous)

—_—
Sy
ez =
ex Ex

) Base orthogonale (b) Base normeée (c) Base orthonormée

Astuce : La base est directe si elle vérifie la régle de la main droite.

- - —>

Pour savoir si (U, V, W) est direct, il existe plusieurs méthodes :
e Sile1* vecteur pointe vers nous, les deux autres vecteurs dans I'ordre sont dans le sens direct
e On peut utiliser la régle des trois doigts de la main droite (aussi appelée de la vis ou du tire-

- = —
bouchon) : si on représente respectivement U, V et W par le pouce, l'index et le majeur
de la main droite tels que représenté sur la figure ci-dessous, alors le triedre est direct.
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Exemples : (17, v, W) est-il direct ou non ?

— U U w
vV
T v v v
— —_— —_— —_—
w w w u

Sens direct Sens indirect Sens direct Sens indirect

3.4. Opérations sur les vecteurs
e Somme de vecteurs

a, +a,
V1 + VZ = (a1 + az).i)‘l' (b1 + bz)]_)‘l' (Cl + Cz).k = b1 + bz
cL+cy
a, a
A condition que Vl) = [by et Vz) = |b soient exprimés dans la méme base.
c1 Cy

Remarque : [|V; + V|| # |[V4]| + ||Vz]|

e  Multiplication par un scalaire

a.a
a.b
a.c

aV =a.a.i+ab.j+a.ck=

3.5. Produit scalaire
Définition V_l)V_Z) = ||V_1)|| ||V_2)|| cos (V_l), V_z)). Le résultat du produit scalaire est un réel.
Propriétés :
. 7{ (72) + 73)) = 7{ 72) + 7{ 73) : distributivité par rapport a I'addition
. VIV; = V;Vf : symétrie
e Le produit scalaire est nul si :
o 71) ou 72) est le vecteur nul,

o ousivl)J_Vz).

e Le produit scalaire est positif si (7{, Vz)) € [—%;%]
a, a
Expression analytique du produit scalaire : si V; = |b1 et V, = |b2 sont exprimés dans une méme
€1 C2

base alors 71)7; = ||VI|| ||72)|| cos(V{,Vg) = a,a, + b1b, + cic,

Interprétation géométrique : le produit scalaire correspond au produit d’une norme
et d’une projection.
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Remarques :

. 7 7 T by . . 7 . rad 7
o i ||V1|| = 1 alors V,.V; correspond a la projection, en valeur algébrique, de V, surV;

e Ii=1,jj=1,kk=1

~
~
Il
o
~
ol
Il
o
=
~y
Il
o

AT

3.6. Produit vectoriel

Définition : W = V{/\VZ) Le résultat du produit vectoriel est un vecteur défini par :
e sanorme: ||W|| = ||V_1)|| ||V_2)||.sin (V_l), ?2),
e sadirection: W L 71) et L Vz) (ou encore WV{ =0et WVZ) = 0),
e sonsens: (71), 72) W) est direct.

Propriétés :

o VNV +V5)=ViAV; +ViAV;
o ViAV,=-VAV;
e Le produit vectoriel est nul si :

distributivité par rapport a I'addition
antisymétrie

— —
o VjouV, estlevecteur nul,

. 7 7 . 7 .
o ousiV; etV, sont colinéaires.

a a
. . . . . 7 1 Erad 2 . ’ ~
Expression analytique du produit vectoriel : si V; = |b1 et V, = |b2 sont exprimés dans une méme
€1 G2
al aZ bl' CZ - C1. bz
— —

base alors V; A V, = |by A [b2 = |ci.a; —aq.c,

1 C2 ag. bz - bl' a;

Remarques :
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Astuce : On retrouve vite cette relation en observant le sens direct :

V\I
»

Méthode 1 : Avec le sens d’écriture T > > k > 7> ] > -

Attention : En sens inverse, le vecteur résultat sera négatif. @ @

Méthode 2 : Avec le sens horaire ou le sens trigonométrique
Double produit vectoriel

Produit mixte

Il est invariant par permutation circulaire :
U.(V AW) = W.(T AV) = 7.(W A D)
Il est nul si deux des vecteurs sont colinéaires ou si les trois vecteurs sont coplanaires.

— - —

Signification géométrique : Le produit mixte représente le volume orienté (i.e. positif si (4,B, C

est direct) du parallélépipede oblique engendré par ses 3 vecteurs.

4. Référentiel

Afin de définir la position des solides dans I'espace en fonction du temps on utilise un référentiel
constitué d’un repére d’espace et d’un repére de temps.

4.1. Le repere d’espace
Il est constitué d’un repére orthonormé direct R(0, X, y, Z). On distingue :

e Labase (X,y,2) ias;fﬁféfi s
e L'origineO epere 1 R(O, . 7.2

Il est alors possible d’exprimer les coordonnées d’un point M dans ce repeére.

L'unité de distance est le métre, I'unité d’angle est le radian.

Un repere de référence est un repere d’espace lié a un solide choisi comme solide de référence.

Le repére fixe est appelé repere absolu. En général, on considére le repere lié a la Terre comme absolu.
Par opposition, un mouvement décrit par rapport a un autre repéere (celui du solide
par exemple) est dit mouvement relatif.

4.2. Le repere de temps

Il permet de mesurer le temps qui s’écoule entre deux instants.

l"_T_

L'unité de mesure du temps est la seconde.
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4.3. Paramétrage

A chaque solide il est possible d'attacher un référentiel. Le solide étant indéformable, on peut utiliser
le solide comme repére. Ainsi, I'étude des mouvements du solide S par rapport a un solide S; (noté
M(S«/S)) est identique a :

e |'étude des mouvements du solide Sk par rapport a un repére R; lié au solide S;
e |'étude des mouvements du repere R lié au solide Sk par rapport au solide S;
e |'étude des mouvements du repére Ri lié au solide Sk par rapport a un repere R; lié au solide S;

Attention : Le mouvement d'un solide dépend du référentiel dans lequel on étudie ce mouvement.

Comme nous venons de le voir, la position relative de deux solides s'étudie par la position relative
de leurs reperes respectifs. Ainsi, pour positionner un solide Sk par rapport a un repére R;
(ou au solide S;) il est nécessaire de paramétrer la position du repére Ri par rapport au repére R;

En mécanique, il est usuel de considérer :

e Les trois coordonnées du point origine du repére R dans le repere R;
e Les trois angles qui définissent I'orientation de la base du repére Ri par rapport a la base
du repere R;

Il existe donc 6 paramétres pour positionner complétement un repére par rapport a un autre} :
3 coordonnées, définissants 3 translations ; 3 angles, définissants 3 rotations. Une possibilité
de mouvement (translation ou rotation) est appelée degré de liberté. Il existe donc au maximum 6
degrés de liberté (si aucune liaison ne vient supprimer certains de ces degrés de liberté).

Remarque : Il ne faut pas confondre orientation et position. L'orientation concerne la position
angulaire tandis que la position concerne les distances de déplacement.
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4.4. Les différents types de coordonnées utilisées

Les coordonnées cartésiennes

(0,%,,7) repére orthonormé direct.
La position du point M est représentée par ses
projections orthogonales sur les 3 axes.

X
M=y
Z0%y,7
ou encore
— X
Y oM = |y =x.X+y.y+2z2
20.%y,Z

Les coordonnées polaires

A —-

y Vv .
\
UM

r -« 1

NG
(o) s \ ' »
X

(0, X,y) repére orthonormé direct.
La position du point M est représentée par r la distance entre O

et M et 6 'angle (%, OM).

OM =r.1 ouOM =r.(cos6.% + sinb.¥)
U : vecteur radial

¥ : vecteur orthoradial

(i, ¥) base orthonormée directe

r

(0,X,y,Z) repére orthonormé direct.
La position du point M est représentée par r la distance entre
O et M projetée dans le plan (X,y) et 0 I'angle (¥, u).

OM =r.i+2z2Zo0u OM =r.(cos0.% + sinf.y) + z.Z
U : vecteur radial

¥ : vecteur orthoradial

(i, ¥, Z) base orthonormée directe

M
4 ] —
0 : v
" —
gy
; u
Les coordonnées sphériques
;h
~___’ ;‘
oMo =
O% P E

=

Remarque : Ces 4 systémes de
et l'accélération d'un point dans I'espace. Le choix de l'un ou l‘autre des systémes

est essentiellement guidé par
a ce que I'expression de la grandeur cinématique soit la plus concise possible.

(0,X%,y,Z) repére orthonormé direct.
La position du point M est représentée par p la distance
entre O et M, 8 I'angle (¥, 1) et ¢ I'angle (Z, e, ).

OM = p-e,
OM = p.sing. (cos6.% + sinb.y) + p. cosg.Z

(e, €g, Z) base orthonormée directe

coordonnées permettent de décrire la position, la vitesse

la complexité des calculs. On le choisira de maniére
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4.5. Changement de référentiel

Position relative de deux repéres

En cinématique il est nécessaire de repérer les positions relatives des différents solides.
Pour cela, on associe a chaque solide un repére. Il suffira ensuite d’étudier les mouvements relatifs de
ces reperes pour connaitre le mouvement des solides.

Pour définir la position du repére R, (0,X7,V;,2;) parrapportaR (0,%,y,Z) il faut:

e repérer la position de O; par ses coordonnées dans le repere R
e paramétrer l'orientation de R; par rapport a R par trois angles

Par convention on choisit le plus souvent de paramétrer la position de R; par rapport a R en utilisant
les angles d’Euler.

Les angles d’Euler

Afin de repérer la position angulaire relative de R; par rapport a R, on fait coincider les origines
des repéeres en un méme point A puis on effectue trois rotations successives a I'aide de trois angles
orientés 1, 0 et ¢. Chaque rotation introduit un repére intermédiaire.

)

(53 Y 65 0, Ghm) 2, () :

autour de Z autour de i autour de Z; z

Il est tres difficile de se repérer et d’effectuer des projections
sur une figure représentant dans I'espace les différents repéres. A ¥
On introduit alors des figures planes de changement de base N

(ou figures géométrales) afin de visualiser dans le plan chacune
des rotations. x “ ™. D



Cinématique A_Roux

Les figures planes de changement de base

La maitrise de la construction et de la lecture de ces figures est indispensable a la résolution
des probléemes de mécanique.

La réalisation des figures de projection ou figure plane est une étape préalable indispensable a toute
étude de mécanique du solide. Elles font apparaitre les parameétres de relation entre les différentes
bases associées a un systeme mécanique.

Le nombre de figures planes correspond au nombre de changements de base ainsi qu’au nombre
d’angles du paramétrage. Chaque angle considéré est orienté.

Pour effectuer correctement une figure de changement de base, il faut impérativement respecter
les regles suivantes afin de pouvoir effectuer correctement les projections :

—

On dessine le premier repéere en plagant
le vecteur autour duquel se fait la rotation
(vecteur commun aux deux reperes)
perpendiculaire a la feuille et pointant vers
vous en s’assurant que la base est directe. SC'
O
z
On dessine ensuite le second repére en faisant .
apparaitre  l'angle orienté représenté b4
a environ 15° et en respectant I’orientation de v
I’angle. (De quel axe part-il ? Sur quel axe W _
arrive-t-il ?) &«
L'angle doit  toujours étre  orienté
dans le sens direct sur la figure. /4 X
- = > > - &
Ici ¥ =(X,u)=(y,v), cette orientation =z
doit étre vérifiée sur la figure.
— oui | |non —
J,,_; Yo Yo
A
X; Yi
- —
[ X
— < —
L= LP=x;

Remarque : Les textes des énoncés nous donnent des informations. Mais nous ne tiendrons JAMAIS
COMPTE du schéma réalisé dans une position particuliere ni de la valeur algébrique des angles (120°,
-36°, 85°...).

10
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Effectuer les projections

Exemple : Exprimer le vecteur i dans la base R (X, ¥, Z)

v

Projection de u sur y

b £ Projection de u sur x

A

z
Exprimer le vecteur U dans la base R revient a trouver les coefficients a et btelsque U =a.X + b.y

a est la projection de U sur X et b la projection de U sury.

Dans le triangle ABC, cosy = % etsiny =

b . . d
Hdonc |a| = cosy et |b| = siny puisque ||ul]| = 1.
En ce qui concerne les signes :

e la projection de i sur X est dans le méme sens que X donca = 0,
e la projection de U sur y est dans le méme sens que ¥ donc b > 0.

Donc au final : U = cosy. X + siny.y
Exemple : Exprimer le vecteur ¥ dans la base R (¥, ¥, Z).

DTy

- 1 Projection de v sur y

e 11|

A

A

Projection de v sur x

Exprimer le vecteur ¥ dans la base R revient a trouver les coefficients cet dtelsque v = c.X + d.y

C'est la projection de ¥ sur X et d la projection de ¥ sur y.

Dans le triangle ADE, cosy = 1dl et siny =

(el

lel

TE donc |d| = cosy et |c| = siny puisque ||[7]| = 1

En ce qui concerne les signes :
e la projection de ¥ sur X est dans le sens opposé & X doncc < 0,

e la projection de ¥ sur y est dans le méme sens quey doncd = 0.

Donc au final : ¥ = —siny. X + cosy.y

11
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Exprimer un vecteur dans une autre base

Exemple : Un vecteur F est exprimé dans la base R,, sous la forme F=(B

a

Y/ R,

Si I'on souhaite I'exprimer les composantes de F dans la base R, on peut écrire :

a.cosyp — B.siny
F = a.(cosy. X + sinp.y) + B. (—siny. X + cosyp.y) + y.Zou encore F = | a.siny + B.cosy

4 6. Calculs entre des vecteurs de base

ad+p.v+y.zZ

A_Roux

14 R

Pour déterminer un produit scalaire ou un produit vectoriel, 3 cas sont envisageables :

Calculs entre des vecteurs de Exemples pour le

base produit scalaire

Exemples pour le produit vectoriel

1¢" cas : les deux vecteurs sont

exprimés dans la méme base

N R RN R R
N Rl RERE N
Il
== =)

L’ordre des vecteurs dans une base directe est :

> o > 5 o 5 o>

XY,2,XY,ZX, ..
Sens direct :

Nl =
> =
R N
1

=1 <l R N

-

Sens indirect :

- > -
yX=-z
> - -
Zy = —X
> - —
Xp\Z = —Y

e A A
,\x—yAy—zAz—O

28me cas : les 2 vecteurs sont
définis dans la méme figure

— — — —

Xp- X1 = X1.X

lane :
P =cosa
= Yo Vs
v e o)

—_— —
=Yy,.Y, = cosa

—_— — T
Xg.Y,= COS (E + a)

% _ .
X; = —51n70Tc
— | yx= cos(——a)
o X0 0" 2
ZANGNEEN = +4+sina
Z9=21

= |@signe||@norme| |Q>vecteur_lj;|

Xo,X1= +|sinal. zg

. e
=sina.z,
X1,%Xo= —|sinal. z
. e
= —sina.z,

yo,\iz +|sin a| . z,

. —_

=sina .z,
y. y = —|sinal.z,
1,70 2o
. e
= —sina.z,

- — _ . T _ —_—
X9,y = *|sin E+a .Zyg =cosa .z

—_— —

Yo X1 =~ |sin (_E +a

T

- _ —_—
\Zy = —C0SQ.Z

NB : la simplification de | | ne se fait pour I'angle a petit et > 0
mais le résultat du produit vectoriel demeure correct Va.

38me cas : les vecteurs ne sont :

e niexprimés dans la méme
base

e nidéfinis dans la méme
figure plane

Il est nécessaire de projeter un des 2 vecteurs pour se rapporter a un des 2 cas précédents.

NB : C’est la SEULE et UNIQUE situation ou il est nécessaire d’effectuer des projections

12
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5. Dérivation d’un vecteur mobile par rapport a un repére R(0,%,y,7)
5.1. Notion de dérivation par rapport a un repere

Considérons un repére fixe R et un repére R; en mouvement par rapport au repere R.

rad — — —
Considérons le vecteur U; = a.xq + b.y, + c.z{, ou a, b et c sont des constantes.
Pour dériver ce vecteur par rapport au temps, il faudra tenir compte de deux paramétres :

e |avariation de ces composantes en fonction du temps
e |avariation par rapport au temps des vecteurs de la base dans laquelle il est exprimé

Pour un observateur placé sur R, ce vecteur est constant et ne varie pas au cours du temps.

71) est un vecteur fixe de R;. La dérivée par rapport au temps du vecteur 71) par rapport au repére R;

d = n
est donc nulle : [—Ul] =0
dt Ry

Pour un observateur placé sur R, ce vecteur n’est pas fixe puisqu’il se déplace avec le repére R;.

Le vecteur 71) est un vecteur mobile par rapport au repére R. La dérivée par rapport au temps
—

du vecteur 71) par rapport au repére R ne sera pas nulle : [%U_{]R # 0.

Conséquence : La dérivée d’un vecteur dépend du repéere de dérivation qui devra systématiquement
étre spécifié.

5.2.Les coordonnées du vecteur sont exprimées dans le repere de dérivation

- - -

R(0,x,y,2)
a(t)
Soit le vecteur U de coordonnées | b(t) | ouU = a(t).% + b(t).¥ + c(t).Z
c(t)
R

On calcul la dérivée de U dans le cas général en utilisant la propriété de dérivation d’un produit
de fonction.

[%ﬁ]R = at).x + b(6).y + ¢(b). Z + a(d). [%f]R + b(t). [%y]R + c(0). [%z]R

13
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—

Or [%f]R = [%_)]R = [%E]R = 0, car X, ¥ et Z sont des vecteurs fixes de R.

d_>:| d - d - d - . - . - . -
—U =—a(t).x+—b(t).y +—c(t).z = a(t).x + b(t).y + c(t).z
E o = OO F b+ —e(©.7 = &)X + b)Y + O

Conséquence : Si les coordonnées d’'un vecteur sont exprimées dans le repere de dérivation,
il suffit de dériver les composantes du vecteur pour obtenir la dérivée de ce vecteur.

5.3.Les coordonnées du vecteur sont exprimées dans un autre repére
\ s . . - = =
que le repére de dérivation R(0, x, y, z)

as(t)
Soit le vecteur U; de coordonnées | by(t) | danslerepére R, (0,%{,¥{,Z;)
c1(t) Ry

oul; = ay(t). % + by (t). 77 + 1 (t). 77

e d_ d_. d_

d-— o
[Eul R1 14

.
On calcule le vecteur V dans le cas particulier ou la position du repere R; par rapport au repere R
est définie par le seul angle a (Rotation autour de I'axe Z = z;).

N y
\..___._}'1
\.
N _
' 7 X
.\__ __/"/
\ A
../__.../ ‘ o
©
z=1I *
—_— - . -
e X, =cosa.x+sina.y
e Yy = —sina.X + cosa.y
[ ] Z—l) = E

On dérive chaque vecteur unitaire du repere R;:

dﬁ, da) d . - SN . . —> . —> —_—
= |5, e = (=sina.xX + cosa.y)a = a.y; = a.z; AN x;
R R

ac? dt
[dﬁ] —[d”] i(Jz—(—cosa X —sina.y)a = —a.X{ = €.z, ANy,
@ty = et gt & = . ya = X1 =z A Yq

dot V=a,(t).a.Z A% +by(t).a.ZAY; +¢c;(t).a.ZAZ;

ouencore V = d@.Z A (ay(t). %7 + by (8).5 + ¢4 (8).27)
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Définition : On appelle vecteur vitesse instantanée de rotation de R; par rapport a Ry le vecteur

B —

. o
QRl/RO =Qa.z

. d— 0 =

On peut donc exprimer EU1]R1 en utilisant le vecteur Qg /g,
[ : v ]

de g

L'utilisation de cette formule est indispensable a la manipulation de la dérivation vectorielle.

dt

(Formule de la base mobile)

d__.
0 R4

Généralisation : Si la position de R; par rapport a R est paramétrée par plusieurs angles,
Qp, /R = Y.Z+ 0.1+ ¢.7;, cette formule se généralise.

6. Vecteur vitesse instantanée de rotation
6.1. Définition

Considérons le mouvement de rotation d’un pignon par rapport 'axe z; = z,. Le pignon est solidaire
du repére 2. Le paramétre angulaire permettant de repérer le repére 2 par rapport 1 est noté 6.

Cas 1

Sens de rotation
Ry/R,

Définition : Le vecteur vitesse instantanée de rotation de R, par rapport a R; est défini par :

Qp,/r, = 012-21 = 013.25 = 013.21;

e Sadirection donne I'axe autour duquel R; tourne autour de Ri.

e Sanorme donne I'amplitude de la vitesse angulaire avec laquelle se fait cette rotation.
e (unité :rad/s).

e Son sens donne le sens dans lequel se fait cette rotation.

Antisymétrie :

ﬂ1‘?2/1'?1 - ﬂR1/Rz
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Composition des vecteurs vitesse instantanée de rotation :

Soit deux vecteurs vitesse instantanée
o.Ie rotation Qg z =Y.Z; et Qg p, =
0.x;.

On montre que :

QRZ/R - QRZ/RI + QRl/R soit QRZ/R = é-x_l)-l_ 11)-71_)

Remarque : Nous reviendrons sur ce point dans le cours sur la composition des mouvements

7. Cinématique du point

7.1. Trajectoire du point M par rapport a un repere R
a(t)
Le point M est défini par ses coordonnées dans le repere R : M (bég)
C
R

ou encore OM = a(t).% + b(t).j + c(t).Z

Le lieu de I'espace décrit par M quand t varie est la trajectoire (C) du point M.

Exemple : On peut tracer la trajectoire d'un point A de la roue de la Ferrari rouge dans le mouvement
de la carrosserie par rapport au sol : le point A accroché a la roue est coincident au point A accroché a
la carrosserie a un instant t;. Ce ne sera plus forcément le cas a un instant ultérieur t>> t;.

Etudions trois points :

e A, point de contact entre la roue (1) et le sol (0) a l'instant initial
e B, surl'axe delaroue (1)
e C, un point de la carrosserie (2)
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La carrosserie (2) de la Ferrari rouge est en mouvement de translation rectiligne par rapport au sol (0),
dans la direction yo.

De ce point de vue, les points A, B et C suivent les trajectoires suivantes :

o  Taez0:segment de la droite (A, yo)
e Tgea/0: segment de la droite (B, yo)
e Tceo/0: segment de la droite (C, yo)
La roue (1) de la Ferrari rouge est en mouvement de rotation d'axe (B, xo) par rapport a la carrosserie

(2).
De ce point de vue, les points A et B suivent les trajectoires suivantes :

o  Tae12: cercle de centre B et de rayon [AB]
L4 TBel/Z . point B
La roue (1) de la Ferrari rouge est également en mouvement par rapport au sol (0).

De ce point de vue, les points A et B suivent les trajectoires suivantes :

L4 TAel/oZ cyclo'l'de
e  Tge1/0: sSegment de la droite (B, yo)

Remarque : Les points A lié a la roue (1) et A lié a la carrosserie (2) sont en coincidence aux instants
précis t; et ta.

Les points B lié a la roue (1) et B lié a la carrosserie (2) sont constamment en coincidence entre
les instants ty et t,,

Position du point M par rapport a R (unité m)

A chaque instant, la position du point M est donnée par la connaissance du vecteur position

a(t)
OM = a(t).X+ b(t).y + c(t).Z =<bgg>
c
R

O doit étre un point fixe de R.
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Vecteur vitesse du point M par rapport au repére R (unité: m/s)

A chaque instant, la vitesse du point M par rapport au repere R est donnée par la connaissance

du vecteur vitesse Vy /5 défini par :

O doit étre un point fixe de R.

Propriété : Le vecteur vitesse V) /5 est tangent a la trajectoire (C) du point M par rapport a R.

Exemples de conditions d’appartenance :

"M e 4" H _
"M E 3" H "y — Cste"
"M € 2" & "y =csteetf = cste"

"M €1" & "y =csteetf = cste et A = cste"

7.2.Vecteur accélération du point M par rapport au repére R (unité : m/s?)

A chaque instant, I'accélération du point M par rapport au repéere R est donnée par la connaissance du
—
vecteur accélération Iy /; défini par :

Fom = [l , = |z

O doit étre un point fixe de R.

R
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7.3. Exemple 1 : La machine a laver

Dans le but de dimensionner le tambour d’une machine a laver le linge, le calcul de la vitesse
circonférentiel est a effectuer. On considére que le rayon du tambour R est 25 cm et que la machine
tourne a une vitesse de rotation constante de 1200 tr/min. On cherche donc a déterminer
la vitesse V(P € S;/R,) et I'accélération F(P 651/720) relativement au paramétrage proposé
sur la figure ci-dessous.

On pose :

R, = (04,%1,¥1,7;) le repére associé a S;

a = (%o, X1)
00, =a.y, et 0,P =R.x; avecR eta constantes.
X7
_______, dop o
Par définition: V(P € S;/Ry) = ——
dt 2
0
., doo, do,P
t Ro t Ro
_da.y, dR.x;
dt R dt R
g dex_l) P —— > —_ —_— -
=0+ 7t + Qg /r, (AR X7 cara = cste et y, fixe dans R,
R1
=0+ [6 + .29 () AR. X7 | car R = cste et x; fixe dans R,
Ainsi:| V(P € S;/R,) = Ra.y; AN : |[V(P € 5, /Ro)| = 0,25.1200.2—’; =31,4m/s
— dV(PES;/R
Par définition: I'(P € S;/R,) = %
Ro
——— dRay;
= I(PeS/Ry)= 21
dt 2
0
dRa| . dy;
=—— .y1+tRa—
dt |p, dt |,
= Rd.y; + Ra —i| Rz, (t)Aﬁ]
R
1
=0+ Ra[0 + d.zg () \¥1] car @ = cste et y; fixe dans R,
. . . — s — 27 2
Ainsi:| I'(P €S;/R,) = —Rd>.%; AN : ||r(1D € SI/RO)” =0,25.(1200.2%)" = 3.95.10% m/s?
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7.4. Exemple 2 : Le manege

Le manege pieuvre est fréquemment rencontré dans les fétes foraines. Il produit des sensations
par son mouvement qui produit de fortes accélérations. Nous allons étudier la vitesse
et I'accélération des sieges M de ce manege. Soient :

e e centre de rotation principal

e (x1,¥1) une base accrochée au bras principale 1, en rotation d'angle 8; par rapport a une base
(%0, Vo ) fixe par rapport au sol

e (X,,y,) unrepére accroché au bras secondaire 2 en rotation d'angle 8, par rapport au bras 1

001 =Ry

OM =Rz
Les figures de projection sont :
- ¥
A
Gl
271
On peut alors écrire :
. sa position :
OM =00,+ 0.M =R..X; + R,. %,
. sa vitesse :
v _doM(t)| R dx; dx,
Me2/0 = T v =My 27ar
Ry Ro Ro
. son accélération :
d?oOM(t) d*x; d*x,
Me2/0 = T g2 B TS | tR e |
Ro o R
Or
dxy dx; _— do, _
ar N =t N + Qg /r, N X1 avec Qg /g, = F'Zl
Et
dx, dx; . L
W = W + QRZ/R[) A x, avec QRZ/R“ =(01+03).z1
Ry R
Comme
dx;| _dxj| 5
dt |, ~dt|,

On obtient pour la vitesse :

Vimez/o = R1.(Qz, /%, AX1) + Rz2. (O, /%, N%2) = R1.01. 57 + Ry. (61 + 6,).5,
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